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PUK.MIÈUE  THESE. 


SLR  LA  FORMATION  EXPLICITE 


ÉULAimS  DIFFÉUE.MIKLLKS  Dl   PUKMIKK  OKIlliE, 

DONT  LINTKGRALE  GÉNÉRALE   EST  UNE   FONCTION 
A  UN  NOMBRE  FINI  DE  BRANCHES. 


INTRODUCTION. 

I.  I.a  lli<'-orio  des  é(iualions  difTérenlielIcs  à/toinls  rridi/iies Ji.res  a  liul  l'olijfl 
lie  Iravaux  récenls  cl  nombreux,  dont  les  principaux  sont  dus  à  M.M.  l-'iiciis  (') 
et  H.  Poincaré  (-)  |)Our  le  premier  ordre  ctà  MM.  E.  Picard  (')  et  P.  Piiiule\é  (') 
pour  le  second  ordre. 

Généraiisanl  la  ((uestion,  M.  Painlevé  a  éludi»-  les  <-(piatit)ii>  dilli'i  tnticlles, 
donl  linlégrale  n'acquiert  i/u'itn  nombre  fini  n  de  bitmchcs,  i|u;iimI  la  \arialdc 
tourne  autour  des  points  critiques  mobiles  (^),  sans  tourner  aulDur  des  points 
critiques  fixes. 

On  dil  alors  que  Tinlégrale  générale  acquiert  seulement  n  valeurs  autour 
des  points  critiques  mobiles. 

Ces  équations  comprennent,  comme  cas  parliculier,  celles  donl  l'intégrale  est 


(')  Kixiis,  Sitzungsberichte  der  Académie  der  VVissenschaflen  zu   Jlcrlin  ;  \mn  1SS4. 

Cl  H.  PoiNCvnÉ,  Sur  un.  théorème  de  M.  Fuchs  (Acia  malhematica.  l.   \  Il  ). 

(  3  )  IC.  PiciiiD,  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables  (Journul  de  Mit- 
thématiques  pures  et  appliquées;   1889). 

(')  P.  Painlkvk,  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  (  Annotes 
de  l'École  Normale;  1891-1892}.  —  Leçons  sur  la  théorie  analytique  îles  équations 
différentielles  professées  à  Stockholm  en  1895.  Paris,  llcrniann;  1897. 

i'')  Les  points  critiques  mobiles  sonl  ceux  (jui  varient  avec  les  constantes  arbiliaiies 
d'inlégralion  cl  les  points  y?jrei  sont  ceux  qui  sont  inilépendanls  de  ces  constantes.  Quand 
la  \ariahle  complexe  ar  décrit  un  contour  fermé,  on  dil  quV7/c  n'a  pas  tourné  autour  du 
point  X  =  Xo,  par  exemple,  si  la  variation  totale  de  l'argunicnl  du  vecteur  x„x  est  nulle. 


une  fonction  analytique  n'admellant  que  n  branches  dans  tout  son  domaine 
d'existence. 

2.  Ce  travail  est  consacré  à  la  détermination  explicite  des  équations  dilléren- 
tielles  du  premier  ordre  AqvaV  intégrale  générale  n'admet  qu'un  nombre  fini 
de  branches  ou  plus  généralement  n'acquiert  qu'un  nombre  fini  de  valeurs 
autour  des  points  critiques  mobiles. 

Soit 

une  équation  diH'érentieile  du  premier  ordre,  où  F  esl  un  polvuomc  eu  y  .  y 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  analytiques  de  jc. 

On  peut  se  proposer  de  former  toutes  les  équations  (i)  de  degrés  donnés  en 
y'  et  en  y,  et  dont  l'intégrale  n'acquiert  qu'un  nombre  donné  n  de  valeurs  autour 
des  points  critiques  mobiles. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  F  soit  du  premier  degré  en  )',  et  soit 

A(.K,.r)_   ?.a(^)7°'  +  ...  +  >.o(./-) 

l'équation  considérée,  où  A  ot  B  sont  des  polynômes  en  j'-  de  degrés  y.  et  ^.  Appe- 
lons degré  en  y  de  l'équation  (2)  le  plus  grand  des  deux  nombres  a,  ^  4-  2  ; 
après  une  transformation  liomographiijue  (pieiconque.  effectuée  sur  y,  a  c-^t  égal 

Cherchons  à  déterminei'  toutes  les  équations  (2)  de  degré  danné  q  en  y 
(soit  ^  =  4)  dont  l'intégrale j'(j")  n'acquiert  (ju'un  Tiombir'  (hmnr'' /;  de  l)ranche> 
(soit  /i  =  3)  autour  des  points  critiques  mobiles. 

L'intégrale  de  (2)  peut  alors  i-ecevoir  l,i  forme 

aiv.x) 

■r— r  =:  consl., 

o  (  y,  X) 

où  a  et  b  sont  des  polynômes  en  r  de  degré  n. 

Si  l'on  exprime  que  l'équation  (2)  satisfait  à  celle  concillinu,  ou  Idiiiu'  évidem- 
ment un  système  de  relations  différentielles  algébriques  entre  les  coefficients 
)..y.  .  .  . ,  /o,  [Ap,  .  .  .,  ;jiu  <ie  -^1  B-  Mais  il  serait  très  pénible  de  discuter  la  compa- 
tibilité de  ces  relations  et  le  degré  de  généralité  de  leurs  solutions.  Knfin  il  res- 
terait à  intégrer  ces  relations  pour  obtenir  les  coefficients  /,  a  en  fonction  des 
constantes  et  des  fonctions  arbitraires  qu'ils  comportent. 

Toute  la  difficulté  du  problème  consiste  donc  à  di'lcrmiui'i-  cjpticiienietit 
toulcs-lcs  équations  (2)  répondant  à  la  question,  c'est-à-dire  à  dèternnner  les  'l.. 
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u  en  fonction  ai.gébhiqie  des  fonctions  et  constantes  aubitrmuks  dont  elles 
dépendent. 

Ce  problème  a  élé  entièrement  résolu  |)ar  .M.  ['ainlevé  pour  les  étiuations  (a). 

3.  Mais  quand  on  passe  aux  équations  du  second  degré  en  y',  la  mélliode, 
Itien  que  subsistant  en  principe,  se  heurte  à  des  difficultés  nouvelles. 

Je  me  propose  donc  de  traiter  complètement  ce  problème  pour  les  équations 
(/tt  second  degré  en  y'.  D'une  façon  précise,  soit 

(3)  Lv'=-'.>.Mj'  +  N=o 

une  équation  diirérenlielle,  où  L,  M,  N  sont  trois  poljnomes  en  y,  de  degré  q,, 
'/^r  fj3  (analytiques  en  x).  Soit  q  le  plus  grand  des  trois  nombres  ^y,  +  4»  '/2-H  a, 
7,.  Nous  nous  proposons  de  déterminer  kxpi.icitkment  toutes  les  éi/tiations  ('6) 
de  degré  iwysi:  q  en  y,  dont  l'intégrale  générale  n'acquiert  qu'un  nombre 
DONNÉ  n  de  branches  autour  des  points  critiques  mobiles. 

Par  le  mot  explicitement,  il  faut  entendre  que  les  coefficients  À(a:;,  ..., 
[X.(jr),  ....  v(jr),  ...  dont  dépendent  les  polynômes  L,  M,  N  doivent  cire  déter- 
minés en /onc//o/t  rt/o'e6/-«rjrMe  de  co«.?/rt«/c.ç  arbitraires  et  i]t'  fonc/io/is  arbi- 
traires de  X  (et  de  leurs  dérivées). 

i.  La  méthode  que  nous  employons  repose  sur  certaines  propriétés  établies 
par  M.  Poincaré  et  M.  Painlevésur  les  équations  différentielles  du  premier  ordre, 
et  que  nous  rappellerons  tout  d'abord. 

En  premier  lieu,  comme  l'a  montré  .M.  Poincaré,  les  équations  à  points  cri- 
tiques fixes  s^inlègrenl  algébriquement,  ou  par  une  quadrature,  ou  se  lainèncnl 
algébriquement  à  une  équation  de  Riccati. 

D  autre  part,  d'après  un  théorème  de  M.  Painicvé.  si  Tinlégrale  gc'-nérale 
n'acquiert  cpie  /(  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  cette  intégrale 
giMiéiale 

considérée  comme  fonction  de  la  constante  arbilr.iire j'n  (-Cu  ayant  une  valeur  nu- 
mérii/uc,  zéro  par  exemple),  est  une  fonction  algébrique  de  ya- 

-M.  Painlevé  a  déduit  de  ce  théorème  rpie,  quelh-  (pic  suit  //,  l'équation 

r.-v)  r{/,7,  a-)  =0 

se  ramène  algébriquement  aux  équations  à  points  critiques  fixes.  Son  intégrale 
générale  s'obtient,  par  suite,  algébriquement,  ou  dépend  soit  d'une  quadra- 
ture, soit  d'une  équation  de  Riccati. 


(j  A.    CAHEN. 

0.  Enfin,  je  rappelle  encore  les  deux  théorèmes  suivants  dus  à  M.  Painlevé  : 

1.  Etant  donnée  une  équation  (A),  on  sait  reconnaître,  à  l'aide  d'un 
nombre  fim  d'opérations,  si  son  intégrale  y{x)  ne  prend  qu' un  nombre 
DOAJvÉ  n  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  et,  dans  ces  condi- 
tions, V équation  s'intègre  algébriquement,  ou  se  ramène  algébriquement, 
soit  à  une  équation 

,  =  /.  {.z-)dj-, 

\'{i  —  u-){i  —  /r-u') 

soit  à  une  équation  de  Riccati. 
11.   Soit  une  équation  donnée 

(A,)  h',{y',r,a)=Q, 

ALGÉBHIQDE  ctiy'^y,  x;  on  sait  (à  l'aide  d'un  nombre  firi  d'opérations)  re- 
connaître si  l'intégrale  générale  est  une  fonction  TRAAscE>nA!\TE  qui  ne 
prend  qu'un  nombre  fini  (incoinivii  )  {')  de  valeurs  autour  des  points  critiques 
mobiles,  ou  ramener  l'équation  aux  quadratlres. 

().    (Jela  posé,  considérons  d'abord  une  équation  du  premier  degré  en  j'', 
,       a^{a-)y'i  -+-  a,_,  (  j?)  >"?-'  -h .  .  . -i- «„  _ 


{■>■) 


yi-'-  +  b^_^{x)yi-^  +  .  .  .  H_  6„ 


l'i  cliLTclions  ;i  déleruiiuer  explicitement  toutes  les  équalions  de  celle  lorine,  de 
degré  q  donné  en  y,  et  dont  l'intégrale  générale  acrjuiert  un  nombre  donné  n  de 
valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 

M.  Painlevé  a  développé  une  discussion  complète,  relative  à  la  compatibilité 
des  conditions  imposées  aux  coefficients  ffy,  b/^  dans  un  Mémoire  (-)  consacré  à 
l'élude  plus  générale  des  équalions  (2)  dont  l'inti^graie  générale  est  de  la  forme; 

c  =  h(.r)\Y-8Ax)Y' [y~8dx)y.. . .  [y-g,Ax)y., 

où  «',,  i-,,  ••.,  «A  sont  des  conslaiiles  nutnérli|iies  données,  cl  h.  g,,  g-..  ...,  g/^ 
des  fonctions  inconnues  de  x. 

Je  reprends  tout  d'abord  l'exposé  de  celte  iniHliode,  en  lui  faisant  subir  cer- 
taines n.odilicalions,   et  je  l'applique  à  la  formation  explicite  de  tous  les  Ivpes 


(  '  >  Ce  nombre  est  le    même  pour   toutes  les  intégrale?,  sauf  pour   ceilaines  iiuégrales 
exceptionnel/es. 

(')  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse.  G.  i-Jj;   iSyti. 
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d'équalions  (2)  de  degrés  3,  -j,  5,6,  7,  8  ea  y  donl  l'inlrgralc  générale  prend 
deux,  trois  ou  quatre  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles  ('). 

Quant  au  passage  des  équations  du  premier  degré  aux  équations  du  second 
degré  en  y',  la  méthode  montre  bien  encore  que  les  conditions  imposées  aux 
coefficients  de  l'équation  (i)  peuvent  recevoir  une  forme  algébrique,  mais  la 
question  de  compatibilité  entre  ces  relations  algébriques  présente  des  difficultés 
nouvelles,  où  interviennent  les  intégrales  singulières  et  les  lieux  des  points  de 
rebroussemenls  des  intégrales. 

Avant  d'exposer  en  détail  la  méthode  et  la  discussion  à  laquelle  elle  donne  lieu, 
je  voudrais,  dans  cette  Introduction,  en  indiquer  rapidement  les  principes. 

7.   Lorsque  l'intégrale  générale  de  l'i-qualion 

(3)  Lv'-— 2Mj'-r-N==0 

ne  prend  qu'un  nombre  fini  /;  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  clic 
peut  s'écrire 

(4)  aC— 2pC-4-7  =  o, 

où  a,  |i.  ■'  sont  des  polynômes  en  y  de  degré  n,  si  le  genre  ra  de  la  relation  entre 
les  constantes  intégrales  {-)  est  nul  et  de  degré  .tn,  si  ce  genre  est  égal  à  un. 
Quant  au  cas  de  tb  >  i,  il  ne  peut  se  présenter  ici  (^). 


(')  C'est  pour  moi  une  occasion  de  comparer  les  types  ainsi  obtenus  à  d'autres  ijpcs, 
formés  prccédcmmenl  par  M.  Painlevc,  à  l'aide  dune  première  méthode  développée  dans 
les  Annales  de  l'École  Normale  (1892).  Celle  mclliode,  qui  donne  lieu  à  des  calculs 
assez  simples,  ne  fournil  pas  er/)/«ctVemenHcs  équations  (2),  dès  que  le  mmihyc  <\c  branches 
de  l'intégrale  est  supérieur  à  trois,  maisaslreinl  les  coeflicicnts  de  (2)  à  certaines  relations 
différentielles. 

(«)  Quand  l'inléfirale  <,'énéralc  est  de  l'espèce  indiquée,  il  existe  une  classe  di'  rouihes 
algébriques  de  même  module,  dont  la  courbe  (3)  en  y' .  y  {oit  x  est  un  paraiiiélre  quel- 
conque) est  une  transformée  rationnelle  d'orilre  n,  et  dont  le  <:enre  tb  est  iWl  genre  de  la 
relation  entre  les  constantes  intégrales.  On  peut  choisir  deux  intégrales  prcnuércs  ra- 
lionnelles  en  iy,y)  :  C_  =  ï{(y\  y,x),  c  =  r(y',y,x),  telles  que  G  elc  vérifienl  la  relation 
entre  les  constantes  intégrales,  et  que  toutes  les  autres  intégrales  premières  rationnelles 
en  y,  y,  soit  -f  =  ?0'',  y<^)-  s'expriment  rationnellement  en  C,  c. 

(»)  En  elFet,  si  ci  >l,  il  existe  au  moins  deux  multipliciilcurs  algébri<iues  de  l'équatinn 

différentielle  H' -'j^*  e l  llil^^' ,  donl  le  quotient  Ji^»,  égalé  ù  une  .-..n^tanle,  d.-.inil 

l'intégrale  générale,  qui  correspondrait  alors  i  une  équation  différentielle  du  pi  cinnr  d.gre 
en  _;''.   Voir  F'ainlkvk,  .Annales  de  l'Ecole  \orniale.  p.  220  cl  suiv.;  iHcja. 


8  A.    CAHEN. 

Soit  d'abord  le  cas  de  v;  =  o.  Posons 

(5)  M--LN  =  PM^)R, 

P,  Q,  li  ('■lanl  trois  polynômes  de  degrés  i,j,  k  liés  parla  relation 

(6)  icj  —  1^,  —  ii  ^  i  +  k, 

l'équalion  Q  =  o  (de  degré  y)  désignant  le  lieu  des  points  de  rebrousseinenl ,  et 
l'équation  R  =  o  (de  degré  /),  les  intégrales  singulières. 

La  relation  (4)  est,  par  hypothèse,  irréductible  en  j'  et  C,  sauf  pour  certaines 
valeurs  exceptionnelles  de  C  et,  en  particulier,  pour  les  valeurs  C  =  C^  (néces- 
sairement en  nonihre  fini),  dites  valeurs  remarquables  de  la  constante,  et  telles 
ijue  l'équation  (4)  admet,  pour  C  =  C,-,  quel  que  soit  x,  des  racines  multiples 
y  =  gr{x),  dont  les  ordres  de  multiplicité  a,-,  b,-,  . .  .,  e,-  sont  liés  au  degré  y  de 
l'équation  difTérentielle  par  la  relation 

(«)  ,y  =  2„   +  /,_2   [(«,._, )  +  (^,,_,)H-...+  (t.,-.)]       (■)■ 

Ecrivons  que  l'équation  (3)  possède  y  courbes  y  ^  g[x)  lieux  de  points  de 
rebroussenteni ,  /»•  intégrales  singulières  el  p  solutions  remarquables 

y  =  g\{j^),  y  =  SA'Z:),  ...,  y  =  g„{x), 

respectivement  d'ordres  a,,  a.>,  .  .  .,  Up,  avec  la  condition 

a,  —  I  H-  «2  —  !-(-...+  «,,  —  1  =z  2 /i  +  /  —  r/, 
iiDiis  oi>icrions 

3/  -+-  k 
■2n  -i-  k  —  q  -+-  2/  -i-  n  ■ ■ 

(M)ndilions  algébriques;  et,  si  toutes  ces  conditions  sont  compatibles,  ré(pialion 
dill'éiiMili<'II('  dépend  de 

3 rt  -f-  2  —  (  -ij  -I-  n \  —  {^.n  +  k  —  q)  —  i  -h  !^ 


fonctions  arbitraires  et  de  p  constantes  arbitraires.  l*ar  suite,  à  tout  (-hoix  des 
entiers  positifs  i,j,  A",  satisfaisant  à  l'égalité  (6),  correspondent  ///;  nombre  fini 
de  systèmes  de  conditions  algébriques  entre  les  coefficients  de  l'cip^iiinn  (  j  ). 

Chacun  de  ces  systèmes  définit  une  équation  (4)  dépendant  de  /  +  ^fonctions 
arbitraires  ci  d'un  certain  nombre  de  constantes  arbitraires,  égal  au  nondire 
des  solutions  remarquables. 

C)  P.  I'ainlijvé,  Leçons  de  .S/vckho/nt,  \i.  iGj. 


I  Or.MATIO.N   EXPLICITE   DES   EOl  ATIONS   DIKI  EISEM  lEEI.ES   DE   PUEMIIT.   ORDIIE,   KTi:.  n 

Ce  nombre  alleint  son  maximum  m  —  /,  —  rj.  quand  toiile>  lc>  solulinn^  re- 
marf/uables  sont  (rordre  dcii.v. 

8.  Dans  ce  dernier  cas,  qui  peut  èlre  considéré  comme  le  plus  ^éiu-val,  nous 
faisons  la  discussion  com|>lèle  des  conditions  algébriques  correspondanles,  et 
nous  mon  Irons  : 

i"  Que  les  conditions  précédenles  sont  compatibles  et  niÎTF.iiMiM'iEs: 
•'.  "  Que  l'équation  (  {)  ainsi  obtenue  en  y,  C  est  irrédi  ctible: 
■>■'   Que  l'équation  différentielle  (.i)  correspondante  i  dont  le  de^ré  rst  ait 

plus  égala  q)  est  e\a(;tkmk.\t  ni;  degiié  y; 

4"  Que  le  nombre  des  bua.vches  de   l'intégrale,    pernuilaldcs  autour  dr^ 

points  critiques  mobiles,  nombre  ipii  est  au  //lus  éaal  à  n,  csl   iiii:.\  é<;al  //  /; . 

et  (|ue,  par  suite, 

.i"   Le  r.E.XRE  ra  /le  la  relation  entre  les  constantes  intégrales  est  mi.. 

La  question  posée  au  déhul  o>t  donc  ré.--olue  dans  le  cas  de  roz=o.  cl  le  l\|.e  !.• 
plus  général  des  équations  (3)  dépend  de  /  —  \  fo.\ctio.ns  Ai:ni tk  uhes  ei  de 
j.n-r-k  —  q  —  ;;  co>sT\NTES  AiiiiniiAinEs  |  ' )  distinctcs,  i  étant  le  nombre  des 
racines  doubles  du  (li>crirniiianl  M-'— j.X  de  ré(iualiou  i'\)  y\  el  /,  le  iMuul.rc 
des  intégrales  singulières  distinctes. 

9.  Si  Ton  passe  an  cas  où  \e  genre  r^  est  égal  à  u.\  et  si  l'on  irrlienlic  d'alHud 
directement  les  équations  i'.V)  correspondantes,  on  remarque  (pi'ij  ii"\  a  pas.  en 
«général,  de  courbe  Q  —  o,  lieu  des  points  de  rebroiissemenl  i  -i,  et  que  Téqiia- 
lion  11  ==  o  (de  degré  .ip  -{-  a)  désignant  les  intégrales  singulières,  l'intégrale  gé- 
nérale est  donnée  par  la  (jiiadrature  de  différentielle  totale  de  première  espèce 


c  =  .o...  =  /j'if.[JL.>,,.,]„,,. 


OÙ  'i.{x)  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  et  où  les  polynômes  ll(_;»-,  x),  K.(  |-,  x). 
\\iy,x)     déj)endeni     de    p -^ -x    fondions    arbitraires    et    d'une    constante 


(')  Le    nombre   -fn-^k  —  q    des   constantes   arbitraires    distinctes    peut    iHic    ié<liiit    à 

■>.n-^k  —  q  —  '\  (ce  dernier  nombre  devant  être  remplacé  par  zéro,   s'il   est    iir^'.ilrf j. 

|iiiicc  que  toutes  l.-s  formes  ^j;   de  rinl.-gralc  S'-oérale  se  iléduisonl  de  l'uni'   d'c-iilic   illcs 

ri                             1      />           ^■*J  -H  [A      .  ... 

|iai  le  cliangcinenl  de  (..  en  — -'  '•■,  t».  ?  désignant  des  constantes  iiuiiici  iijues. 

1  '>  Dans  quelques  cas  exceptionnels,  on  peut,  cependant,  rencontrer  des  tieiir  de  /joiiili 
lie  rebrousse  ment,  pour  lesquels  les  deux  valeurs  de  _^'  deviennent  in  finiei 

c. 


lO  A.     CAHEN. 

nibilniirr  a,  inndiilc  de  la  diffcrcntiellc  rllipdqnc,  clonl  -~^  rsl   une  irans- 

formée  ralionncllc. 

Si  l'on  veut  f|ue  l'é(|iialion  clillérenlielle  correspondante,  doni  le  degré  appa- 
rent est  Af  -^  ),  s'abaisse  au  degré  y.  11  faiil  introduire,  coinine  [)liis  liant,  les 
notions  de  solutions  remarquables  et  de  consiaiiles  remarquables:  d  où  des 
relations,  (lu'on  penl  écrire  sons  la  foinie  iraiiseeiulanlc  (  '  i 

'(7)  Cp=.J(jp,.x-), 

où  yç,  est  une  fonction  algébrique  des  p  +  2  fondions  précédcnles. 

Ces  relations  sont  en  nombre  2/>  4-  *  —  «7  pour  la  solution  la  plus  générale. 

On  trouve  ainsi  i  -^  '\  fonctions  arbitraires  et  o.p  -\-  1  —  q  constantes  arbi- 
traires, en  fonction  desquelles  les  cocflicieiUs  ^'e\pv\meiU  algébriquement . 

N'ous  conservons  aux  relations  ('-")  leur  foime  transcendante,  nous  v  ajoutons 

1  ■•    .     1     /''i  (ly   •  I 

les  conditions  transcendantes,  expriinaiil    (nie  1  intégrale    1    — iri-  n  a  ipie   deux 

./     \  H 
périodes,  qui  sont  des  constantes  absolues,  cl  nons  montrons  que  l'ensemble  de 
ces  deux  séries  de  relations  transcendantes  est  compatible  el  déterminé  {-). 

H  va  donc  /+  \  fonctions  arbitraires,  el,  cominr,  d'autre  pirt,  les  relations 
peuvent  recevoir  une  Corme  algébrique .  on  en  eoneliit  que  les  coeflicienls  ué- 
pcnilcul  alsébriqueuie/it  f\c  i—\  fonctions  ^//7;///v///7'\  convenablemeni  choisies. 

10.  Observons,  ilans  ce  dernier  cas.  que.  si  l'on  mei  lintégrale  g(>n<Tale  sous 
1,1  forme 

(',)'  ;«,(:^-23,(:-l-y,=  o. 

il  n'v  a  pas  de  lieux  de  jioints  de  rebroussement  ij=-<^)  el  a, .  ,3, ,  y,  sont  fie  degré 
■'.  n  en  y- 

Inversemcnl,  si  une  relation  (J/  dcdegré  9.11  délinil  l'inlégralc  d'une  équation 
didérenliclle  (3)  de  degré  q  en  j>',  cette  intégrale  acqnicrl  zn  valeurs  autour  des 
poinls  critiques  mobiles;  les  coef(icienls  de  (3)  dépcndeni  de  i -^ ^  fondions  ar- 
bitraires el  de  \n  -r  >.p — q —  1  constantes  arbitraires,  cl  le  genre  m  es!  nul. 
Mais,  comme  dans  le  cas  de  ro  =  1  ,  les  eonstaiiles  arbltrair<'s  sont  au  iicniibre  de 
'>.p  -r-  ^  —  q.  il  fan!  en  eoncliiif^  que.  dans  le  cas  de  ttt  =  i  .  les  \  n  —  >.p  -r-  .•■  —  q 
conslanlcs  remarquable-,  on  bien  ne  ilnnnenl  pas  lieu  chacune  à  une  seule  solu- 
lion  double,  ou  bien  sont  liées  par  4« —  1  relations  algébriques. 

(')  Ces  relations  pourraient,  d'ailleurs,  être  ramenées  à  îles  formes  algchrirjiirs. 

(')  Les  aulrcs  objections,  que  l'on  peut  faire  au  raisonnement,  font  également  iri  l'objet 
(l'une  discussion  romplélc,  mais  rapide,  analogue  à  celle  (pie  ncu'^  d/velnpixin-;  j  propos 
(les  ('équations  de  jrcnrp  73  =  o. 


KOnMATION   KXPI.ICITE  DES   ÉQUATIONS  DlFFÉr.ENTIEI.I.r.S  DE  PREMIEP.   Or.DP.E,   ETC.        I  I 

Nous  montrons  qu'il  existe  alors  quatre  conslanles  remarquables  telles,  que 
le  premier  membre  de  (4)'  devenant  un  carré  parfait,  elles  donnent  lieu  respee- 
livcment  à  un  abaissement  de  degré  n. 

Ces  quatre  constantes  ne  sont  autres,  d'ailleurs,  (|uc  les  quatre  racines  du  ru- 
ilieai,  qui  enj;endre  la  différentielle  elliptiiiue  dont  il  a  été  (nie>lion  un  peu 
plus  liaul . 

I  I.    \\n  délinilive,  nous  obtenons  le  lliéorème  fondamental  suivant  : 

TMKoitKMK.  —  Les  entiers  q  et  n  étant  donnés  {\<q<\n),  appelons  i.  /,  /, 
trois  entiers  positifs  satisfaisant  à  la  condition 

li+j  ~h~iq-  ',, 
et  aux  inégalités 


j+k  -^1,         ZJ  -\'  l. 


'l 


A  chacun  de  ces  sj-stènies  d'entiers  i.  j.  /,.  correspondent  une  infinité 
d'équations  (  .îj,  dont  l'intégrale  acquiert  e\a(tkmk?.t  n  valeurs  autour  des 
points  critiques  mobiles.  Ces  équations,  qui  forment  deux  classes  distinctes, 
suivant  que  le  <;k.\i;e  cî  de  la  relation  entre  les  constantes  intégrales  est  é<;al 
à  7,Ki;o  ou  à  i.\,  dépendent  algécriqlemknt  de  i  —  4  fo.nctioiNS  AiiBniiAfius  et 
de  co>sTV.NTEs  vr.iirrrt  viiiEs,  dont  le  nombre  est  j.n  -r  k  —  ff  —  'i  ou  t;  —  '/(')•, 
selon  qu'on  se  trouve  dans  l' un  ou  l'autre  dr  ces  deu.r  cas. 

l.e  tliéorème  n'est  en  défaut  que  si  l'enlii-r  q  étant  égal  à  {,  on  a  /.  =  'f.  ou 
f'  =  '-,y  ^  c>-  iJans  ees  deux  cas  exceptionnels,  l'équation  (■'>)  correspondante  a 
toujours  fiCi  points  critiques  fixes. 

12.  Un  problème  intéressant  consiste  à  former  les  équations  dilVérenlielles  de 
l'espèce  précédente,  dont  les  coefficients  appartiennent  à  une  classe  donnée  de 
fonctions  ;  nous  avons  là  encore  un  genre  de  questions,  où  le  nombre  des  con- 
stantes remarquables  ']Oue  un  rôle  des  plus  importants. 

Voici  les  deux  princi|)ales  questions,  que  nous  n'solvons,  et  qui  se  raltaclient 
à  cet  ordre  d'idées. 

I.  Former  les  équations  (3)  «  coefficients  Ai.<;KiiriH)i  es,  de  degré  q  no.\>É 
en  y.,  dont  l'intégrale  générale  prend  un  nombre  no.\.M':  n  de  valeurs  autmir 
des  points  critiques  mobiles. 

II.  Former  b-s  équations  (i)  à  coeffcients  alcébiiiques  de  degré  q  oo.\>i;, 

(')  Les  deux  nombres  /.n  ^  k  —  q  et  X — q  doivent  être  remplacés  \>3\-  zéro,  s'ils  sont 
négatifs. 


dont  l'intcgiale  est  une  fonction  TnA>scE.\nA>TF,  qui  ne  prend  qu'un  nombre 
/ini  (y oy  doaxk)  (')  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 

13.  Les  principe*  utilisés  préct'ilcmmrnl  cl  les  mélliodcs  correspondanles 
s'appliquenl  à  l'élude  heaucoup  plus  cijnipliquée  des  cqualions  du  second  degré 
en  y'  el  de  degré  q  en  v 

(3)  L,'^'_2M/-+-N  =  o, 

.Tvanl  pour  inlégraie  générale 

(8)  y:C'-—2l'i]~^y'=o. 

où  y.',  p'.  y'  soiil  dos  expressions  de  la  lorine 

/,  ( X)  [  r  -  .,-,  (.r)]>,[.K  -  „-,(^)]>-..  .  .  [  V  -  .^„,  (.r  )1>--, 

À,.  Ao,  ....  '/.,«  élanl  des  conslanles  numériques  quelconques  données,  cl  pnur 
lesquelles  nous  établissons  une  formule  (aV,  qui  peut  être  considérée  comme  une 
géncralisalioi)  de  la  formule  (a)  du  ii"  T. 

Nous  n'avons  pas  encore  résolu  coiii|il(lcmiiil  la  ipic>lii)ii.  qui  <<insislc  à 
former  explicitement  les  équations  ('>  i  de  degré  q,  dont  l'intégrale  générale  esl 
de  la  forme  (8),  mais  les  quelques  d(''velo|)pemei)ts  que  nous  consacrons  à  ce 
problème  suffiront  à  montrer  commcnl  le-  iiii'iIuhIcs  préciti'es  pcriiicUcnl  de  ji' 
tiailer  com|)lririncnl . 

Pour  liriinncr,  nous  consacrons  (piilqnc^  ligues  aiiN  équations  i3i  «pu  nd- 
metlent  un  /acteur  intégrant  algùbriqh-;  el  nous  établissons,  là  encore,  une 
formule  (a)",  analogue  à  la  formule  (a)  du  n"  7,  permellanl  de  traiter  le  problème 
de  la   formation  ej/)lirite  de  ces  équations. 

1  i.  Je  rappelle  aussi  les  nouibreusi-s  applicatloii>  (lr\clop|i('cs  d,iii>  le  corps 
de  ce  Mémoire. 

Joui  d'abord,  (  oiiiuic  je  l'ai  dt'jà  signalé  plu^  li.uil,  |c  loinii'  ci jiluilement 
toutes  leséqualious  i\u  firrmier  degré  en  j'',  qui  correspoudcnl  aux  \alciiis  .1,4. 
.5,  6,  -,  8  de  reniici  q  il  aux  valeurs  \'.,  .!,    j  de  l'entier  n. 

.l'insislc  iouguciuciil  sur  crrlains  exemples  parliculir>rs,  alin  ilc-  bien  nnuilrci  le 
bul  poursuivi  en   iiitrodiiisanl  la   métliode  en   question. 

Je  forme  ensuite  toutes  les  équations  du  second  degré  en  y',  dont   liiilégi'ale 


(')  Ce  nombre  est  toujours  supposr  le  in-'iiie  n<)iir  loulC!;  les  inlégralcs,  sauf  pour  des 
inlégialps  rrrcptionnnlles. 
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iracquicrl  que  deux  brandies  aiilour  des  poials  critiques  molulc-   cl   |ioiir  les- 
quelles l'enlier»/  prend  les  valeurs  4,  •>,  ti,  ~  cl  8. 

Kniin,  je  forme  les  types  les  plus  inléressanls  dV-quallons  du  second  degré 
en  y',  dont  V intégrale  générale  acquiert  trois  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles  (  '  ). 


CHAPITRE  I. 

i:«:>rATio>s  dl  I'Hi;mii:r  Dix.iii-;  hn  » . 


(<) 


I.     —     (it.NÊRALlTÉS    ET    PROPRIÉTÉS    CO.NMES. 

1.   Ktant  donnée  une  équation  dillVrciitielIc 

,_  B(v,  x) 
■'   ~  A  (y,  j-)' 


OÙ  B  cl  A  sont  dcu\  |iol_vnomes  en  y  premiers  entre  eux  pour  ./•  qiieleonfjue.  le 
premier  de  degré  q  (-),  le  second  de  <legré  q — :>,  si  Tinlégralc  générale  ne 
prend  que  n  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  on  peu!  la  meiti-e  sous 
la  l'orme 

3:(j,  .r) 

l.a  relation  \^>)  délinil.  par  bypollièse,  une  fonction  _»(./•  i,  «pii.  pour  une  valeur 
quelconque  donnée  à  la  constante  C,  a  n  valeurs  distinctes.  I.'éipiation  de  degn-  n 

en  y 

y.{  y,  x)t'.  —  Z{y,  ■'■  )  .-  o 

ne  sera  réductible  que  pour  ccrlaincs  \aleurs  exceptionnelles  clc  <i,  cl.  en  parti- 
culier, pour  les  valeurs  (J^C^,  dites  valeurs  remarquables,  de  la  constante  poui- 
lesquelles  l'écpialion  i  ■>.)  admet,  quel  que  soit  .r,  des  racines  multiples  y  =  g(.r  )., 
dites  solutions  remarquables,  et  dont  les  ordres  de  multiplicité  sont  liés  au 
degré  ([  de  l'é-quatlon  par  la  relation  (') 

7  =  :*//— ^(rt^—  ,)  -H(&^—  I  )-+-... -H  (e,—  i). 


(')  Les  principaux  résultats  conlcnus  dans  ce  Travail  ont  été  résumés  dans  une  iNotc 
|irésenlée  à  l'Académie  des  Sciences  (séance  du  9.6  décembre  1898). 

(')  D'une  façon  plus  générale,  si  p\  et  171  sont  les  degrés  de  B  et  A.  </  est  d-  plii»-  ^-rand 
des  deux  nombres />|,  ^i-f-î. 

(  '  I  P.   Pai.nlevê,  Leçons  de  Stockholm,  p.  146. 
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2.  Imersenie/it  |)Oiir  que  l'équalion  (  2  )  déliuisse  rinlégrale  yénéralo  d'iiiu' 
équaliou  (i)  de  dcf;iu''  rj,  il  faul  et  il  siiffil  qu'il  existe  z  soltilions  remarquables 
Ti  (.r),  j(\.(.r),  .  . . ,   i'p(  ./■)  de  miilli|)licités  r/, ,  (/^ a ^^.  l elles  qu'on  ait 

'  --■? 

/  =  1 
Soil  diiiic  I  irili'jjrale  générale 

(;^)  C  ^  ^  ^  P«7"  +  (3.-7"-'  +  •  •  •  +  p. r  +  ^ , 

3!  r" H- «„_,>'"-' -i-. ..  + «0 

Si  nous  exprimons  que_)v^  s''(-^)  ""^^  ""^  racine  d'ordre  a,- —  i  de  l'équation 
l)  =  a^'-  —  J-  -  =0, 

«,•1,  (Jo  |)iii^.  (juClIe  rond  coiistiuU  le  lapporl  '- -> 

'''       a(.v,-,  a;) 

nous  formons  a,-  conditions  algébriques  j)ortant  sur  les  lu  +  \  roefficienlx 
de  a,  |î.  Si  Ton  élimine  gr{^)  entre  ces  conditions,  on  oljlieni  a,. —  1  conditions 
algébriques  entre  les  coefficients  7.,,  'jj  el  la  cnnslanle  ( ',  ■ 

lîn  o|)érant  ainsi  j)0ur  ciiaque  solution  remar(|ualile,  on  olillcril 

(  rt,  —  I  )  -^  (  r/j  —  I  )  -t-  .  .  .  -H  (  <7,,  —  I  )  =  •>.  //  —  7 

conditions  algéhriqiio  (S).  Si  toutes  ces  conditions  .soni  cdni/ialililrs.  l'équa- 
tion (2)  dépendra  al i:ébriqiieinent  de  y  +  1  fonctions  arbitraires  et  d'un 
noinlii-e  de  ronsta/iles  arbitraires  égal  au  nonihrc  des  solutions  reniar(|ual)lcs  ; 
Cl-  non>ljre  sera  maximum  et  l'■^al  à  2/)  —  y.  si  louiez  les  soliilions  leiuai  qualilo 
sont  d'ordre  deii.c. 

On  |)eiil  donc  dire  que  la  solution  la  plus  générale  (h'qx'nd  de  q  ~  i  /(mêlions 
arbitraires  (nombre  indépendant  du  nombre  //  des  bianclies  de  l'inlé'grale  géné- 
rale) el  de  •'. /(  —  q  eoiistanles  arbitraires. 

II.   —  (loMnATinu  I  rf:   iii;s  ri:i.vtioxs  (S). 

'.\.  l^cs  conclusions  précédentes  ne  sont  rigoureuscuieni  <'xacles  que  si  les  con- 
ditions (S)  sont  compatibles  et  déterminées. 

Nous-  allons   démontrer    diiectement    (pn',   an    inoin--   poiii-    la   solulion   la  plus 


IORM\TIO.N    FAPI.Krn:   DF.S    r.Ql-ATIONS    niFFllUENTIElIKS  DF,   l'KKMIFIi    OUDRK,   F.TC.         I  f) 

i^énéralc  ('  ),  c'csi-à-dire  pour  l;i(|iiellc   loiites  les   ■;oliilioiis  nMniir(|ii,il)li-   sonl 
crordre  doux,  il  v  a  bien  c.nmpalibilili'. 

Kn  eflet,  dans  n-  cas,  les  a«  —  q  conditions  sont  de  la  r<iinie 

1'"         -3(j„,r)' 

1  ^.      _  g(.r.,  x) ^ 


'-"-"- 3(r,„_„,.r)' 


oii  >-,(j;),  }-j(^-).  .  •  •  ,  ,)2H-,7(-'')  sont  des  fondions  /ili^éhiiques  des  eoe(li(uiil> 
inconnns  a,-,   ^y  de  a,  3. 

F.cs  constantes  (",,.  (lo,  ...,  C2„_,,  élanl  cntiéretnciil  nihii miics.  le  svsièine  (S). 
(jui  conlienl  ali;rhiiiiucincnl  les  foncli<jns  a,-,  jî;,  sera  rcsohihle  jiar  ra|i|)(iit 
à  ■</(  —  (j  d'entre  elles,  à  moins  qu'un  des  seconds  niendMe^  do  (  S  ),  |i;ir  cxeinidc 
le  dernier,  ne  soil  iclenliqnemenl  fonction  des  aiilres. 

Supposons   i|n"il    en    soit    ainsi,    et    ex|)riinons   (|iic    toutes   les  aulre>   racine- 

de  D.  soil 

„)•2«-?^-l.      y-m-q-i,       y-2n-u 

sont  des  intr-gralcs  de  (i),  d'où  le  système 

1  ,-      —  3((y,„-,^t. -r) 
(S')  ,     '-     *     3 (/,„_,„,,  X) 


_  3t(.Vî/.-t.  ■'■) 


Pour  des  valeurs  arbitraires  données  aux  t.n  —  >.  coiislanles  C,  il.  a  furlmi  i. 
Ips  ■y_„  _  ,,  seconds  membres  de  (S)  et  (S')  ne  sont  pas  disiincls  <l,  par  suite. 
réqnalion  (i)' correspondant  à  ces  xn  —  a  valeur-  r(iM:M  «piaiile-  d.-  la  conslanle 
■  lépend  au  moins  de  quatre  fonctions  arbitraires;  mais  eesl  une  cquatton  de 
liiiciili:  or,  rinl('p;rale  générale  d'une  é(|iialion  de  Hiccali  dépendant  an  plus  de 
trois  fonctions  arbitraires,  il  y  a  conti.ulicl  ion  el,  par  suile.  les  (■ipialions  f  .S  i 
-nul  bien  ri'SoUibles  par  rapporta  xn  —  '/  des  (onelions  y.,,   i,. 


(  '  )  Cf.  P.  I'  vi\f.KVi-;,  Lcçont  de  Stoc/./io/iii.  p.  r  ;>.  —  .  )  niitil,'s  -/<■  lu  l'ncutli-  des  Srirnir. 
lie  Toulouse,  loc.  cil. 
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Il  lésiille  de  là  qu'en  faisanl  al)slraclion  de  ccrlaincs  valeurs  except iok.nellf.s 
des  constanics  c,  les  conditions  (S)  définissent  -j.n  —  q  des  3«  +  i  fonc- 
tions a,,  'j,  M.c.r.iir.iQUF.ME.NT  à  l'aide  de  q  -t-  i  d'c/i/re  elles  el  de  '>.n  —  y  con- 
stanics arbitraires. 


III.   —   Kmi'1.01  de  l\  TRANSFDinivriiiN  iioMOiirni'iiiorK- 

i.  On  |>eul  remarquer  que,  si  l'on  eflecUic  sur_j'  une  transformation  homn- 
sraphique.  dont  les  coefficients  sont  des  fondions  de  .r  cl  sui-.r  le  clianfjeincnl 
de  fonction  .j-=-j(X),  les  équations  (i)  el  (2)  gardent  leui-  /"ô/7»c' et  leur  det^ré: 
donc,  à  toute  solution  de  la  question,  jjour  yxn  svslèine  de  valeurs  données  de  //.  y, 
en  correspondent  une  inlinité  dépendant  de  quatre  fondions  arbitraires. 

Oi',  nuMs  veiiDus  de  voir  que  la  solulioti  la  plus  i;r-Mi'iali'  dt-peiidall  de  '/ —  1 
foncliiiiis  aihiliaires. 

Si  q  est  plu>  i^rand  (|ue  i,  nous  avons  liieii  un  mi iinini m  de  (jualrc  fondions 
arbiliaires  ;  tuais  >i  -y -^  i,  c'est-à-dire  si  nous  sonuncs  eu  pii'sciice  d'une  équation 
de  Riccati,  il  sendjlc  qu'il  y  ait  contradiction,  puiscpi'en  léalilé  nous  ne  dispo- 
sons plus  (pie  de  trois  fondions  arbitraires.  Cela  tient  à  ee  que  I  i'(|iialii)n  d<; 
Riccati  admet  uih'  transformation  en  elle-même  de  la  hnnu' 

,f^  /<(.r)Y-^/<.(x)  ,_^,x-x 

(^)  ■'=/.(x)Y-^/.,(x)'  ■^-?(^)' 

dépendant  dune  fimction  arbitiaire. 

En  elTel.  un  peul  toujours  r,iniener  cette  é(|ualii)n  à  la  forme  r'=  o,  au  moven 
d'une  II  ausfoiination  liomograpliique  el .  >ou>  celle  dernière  forme,  on  voit  (juc 
l'équation  ne  clianf^e  pas  ipiand  on  rein|)hue  ,/■  |inr  -^1  \  1. 

lnv(MXMneut.  si  une   équnlion  1  i)  admet  une    1 1;  \  \skoi;  \n  iion    en  clle- 
dépendant  il' une  fouctiou  arbitraire.  e'e>t  une  é(pr.ilion  di'  Uiecali. 

.").    f'.iilin.    on    peut    -e   servir    de    la    I  lan^fornialion    II o^i'aplii(pie. 

cliangcinent  de  variable,  pour  ramener  r<''qiiation  (1)  à  des  lormes  canonique-, 
intéressantes  (  '  1.  (^1  alors  les  équations  (1)  répondant  à  la  (piestion  ne  dépendront 
(lue  de  I  Y  -}-  1)  —  4  =  7  —  ''  fonctions  arbitraires  ;  par  exemple,  on  peut  siq)poser 
(jue  1:  est  seiilemeni  de  degré  y  —  •^>  el  qne  r'  est  de  la  forme 


-uicme 


.n  i\  le 


yl-^^a„ 

y  = 


Ou  peul    cboisir  coiniue  fouclion-.   arbil  i:iires   le-,  coel  lieienl  s   />„,  />, 


(')   l'oir  V.  f'AiNt.KVK.  Annules  de  l'École.  Sormale,  p.  ai-'Jo  et  loi-io/i;  iSg-J. 
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du  dénoniinaleiir,  qui  dêpendeiU  algébriquement  des  coefficients  ay,  ^y  cl  non  de 
leurs  dérivées;  il  reste  alors  quatre  fonctions  arbitraires,  lesquelles  ne  subsistent 
plus,  d'ailleurs,  si  l'on  assujettit  le  degré  du  numérateur  à  être  égal  à  q  —  3,  le 
coefficient  de  yi~^  étant  égal  à  un.  Alors  les  coefficients  «oi  «i-  •  •  •,  «7-1  s'ex- 
primeront algébriquement  à  l'aide  des  coefficients  b  et  de  leurs  dérivées  pre- 
mières. 

IV.    —  Nombue  ue  braxchf.s  de  i.'inté.;iiau. 

6.  Il  resterait  à  démontrer  que,  si  l'on  adopte  la  solution  la  plus  générale  des 
équations  (S),  le  degré  q  ne  s'abaisse  pas  nécessairement,  c'est-à-dire  cpie  les 
équations  (S)  n'entraînent  pas  comme  conséquence  que  d'autres  racines  j'  =  g{x) 
de  D  =  o  soient  des  solutions  remarquables  ;  car,  s'il  en  était  ainsi,  une  des  équa- 
tions (S')  sérail  conséquence  des  équations  (S),  ce  qui  est  inipo>sii)ie.  conimc 
nous  l'avons  vu  plus  haut. 

7.  Enfin,  montrons  «pie  la  fonction_^(x)  ainsi  définie  a  bien  /;  //ranc/ies  tl  non 
pas  un  nombre  moindre,  du  moment  que  q  est  plus  grand  que  deux. 

En  effet,  supposons  que  l'intégrale  générale  ne  prenne  qu'un  nombre  v  de  va- 
leurs (v  <;  n).  Elle  est  alors  réductible  à  la  forme 

(6)  C-êli^, 

où  p,  et  a,  sont  des  polynômes  en  y  de  degré  v. 

3(y  x) 
C  =     ,     — -  est  alors  une  fonction  rationnelle  de  C 

(7)  C  =  R((:'). 

Si  C'„  est  une  racine  midliple  de  l'égalité  (-),  et  il  y  en  aura  toujours  au  moins 
une,  du  moment  que  v  >•  1 ,  et  Cq  la  valeur  correspondante  de  (>,  l'égalité 


'=•=?="(?;) 


admet    des    solutions  y  =  g{^)  multiples,    et    pour    qu'elles   soient    seulement 
doubles,  il  faut  que  C„  soit  racine  double  de  l'égalité 


et  que,  de  plus,  l'équation 


Co=R(G'), 


|3,(r,  ^) 

ail  ses  racines  en  y  simples. 

Or,   du    moment    que    v>>i,    cette    dernière  équation    à    plusieurs    solutions 

C.  3 
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y  =  g[x),  y  z=  h{x),  ...  correspondant  à  la  même  valeur  Cq  de  C;  el,  comme 
ce  sont  des  solutions  remarquables,  les  valeurs  de  la  constante  qui  leur  corres- 
pondent n'auraient  pas  été  prises  arbitrairement,  puisqu'elles  sont  toutes  égales 
à  Co-  Il  est  donc  impossible  que,  pour  la  solution  (2)  la  plus  générale,  le  nombre 
(les  branches  soit  inférieur  à  n. 

Le  raisonnement  n'est  en  défaut  que  si  v  est  égal  à  un,  mais  on  sait  que  l'équa- 
tion (i)  correspondante  est  une  équation  de  Riccati,  par  suite  q  ^=:  1. 

Donc,  si  l'on  suppose  q'^i.,n  est  bien  le  nombre  de  branches  permutables 
^cy{x). 

Je  n'examinerai  pas  davantage  la  discussion  ni  les  applications  aux  équations 
à  coefficients  algébriques,  pas  plus  que  d'autres  questions  intéressantes,  me  bor- 
nant à  renvoyer  au  INIémoire  de  Î\I.  Painlevé  ('),  où  tous  ces  problèmes  sont 
traités  avec  les  dévelop|)emcnts  qu'ils  comportent. 


CHAPITRE  11. 

ÉQUATIONS   DU   PREVIIKR  DEGRÉ  EN  /.  —  APPLICATIONS. 


1.     —     EqIATIONS    a    DEIX    DRANCIIES. 

1.  Equatioivs  nE  nECiiÉ  quatre.   —    L'intégrale  générale  des   é(|u;iliniis  ihllé- 
renliellcs  de  cette  espèce  se  met  sous  la  forme 

(')  ^=-  — ; 

et  intègre  l'écpiation  de  degré  y  r=  4» 

,  , _.  V;.y^  +  (Vi /^,  -t-  >.',  —  f^',  \ ).r'  +  (l^o>^i  —  >'s/-^o  +  >>',  f^i  —  f'i  >-i)r'  +  (f^o^',-t-- ••)/-'- f^DÀ,  —  >-oHÛ 

y—  (},,-f^,/..,)j  =  -t-2(>.„-^„>..,)7-+-/i,>.o-).,;-to 

où  les  coefficients  des  diverses  puissances  dey  s'expriment /Y/^/o/J/ie/Ze/^e/i^  àraid<' 
des  cinq  fonctions  arbitraires  X2,  A,)  ^-oj  Y-^i  ?■»  *^^  ''"^  leurs  dérivées  premières. 

2.  Équations  m,  nEGiui  thois.   —    Pour  former  les   équations   de  degr('   liois 
dont  l'intégrale  générale  acf|uicrt  deux  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles, 

(')  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  toc.  cit. 
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on  pourrait  exprimer,  par  exemple,  que  le  numérateur  et  le  dénominalcur  tle  y' 
dans  la  relation  (2)  ont  un  facteur  commun  y  —  K,  d'où  une  relation  algrbrù/iie 

(3)  H(>.2,  >.,,  ).o,  f^l  IJ-O,  K,  >.',,  >■'„,  lJ-\,  Po)=  o, 

i|u'il  est  facile  de  former,  où  II  est  un  polviiome  entier  par  rapport  aux  fonc- 
tions À,  u.  et  leurs  dérivées  premières;  en  sorte  qu'en  supprimant  le  (acteur 
commun  j' —  K  [K.  est  une  fonction  rationnelle  des  X,  iji,  À',  jx'  liés  par  la  rela- 
tion (3)],  on  obtiendrait  une  équation  dilTérenlielle,  de  degré  trois  en  )-,  ddiil  les 
coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  des  A,  jji,  X',  tj.'  liés  par  la  lelalion  dif- 
férentielle (3). 
L'équation 

P(r,a;) 

ainsi  obtenue  dépend  bien  de  quatre  fonctions  indépendantes,  puisfpie  les  coef- 
ficients des  diverses  puissances  de  jk  sont  exprimés  de  la  façon  indiquée  plus  haut  ; 
mais  comme  la  relation  H  =  o  contient  les  dérivées  premières  )/,  a',  .  .  . ,  on  ne 
peut  dire  que  l'on  a  c\'^Timé  explicitement  les  coefficients  à  l'aide  de  quatre  fonc- 
tions indépendantes,  puisque,  pour  exprimer  une  des  cinq  fonctions  ),,  u  en  fonc- 
tion des  quatre  autres,  il  faudrait  savoir  intégrer  la  relation  H  ^=  o. 

Ainsi  donc,  pour  que  la  rpiestion  que  nous  nous  sommes  |)Osée  fût  résolue,  il 
faudrait  pouvoir  déduire,  de  la  relation  H  =;  o,  une  relation  nlgéhrifiuc  H,  =  o 
ne  contenant  plus  les  dérivées  des  fonctions  \,  jjl. 

Or,  la  méthode  employée  dans  ce  travail,. ayant  précisément  pouroljjel  de  substi- 
tuer à  la  relation  H  =  o,  qui  contient  les  dérivées  premières  des  )>,  jj.,  une  relation 

H,().o.),„>.„p^„,fx.-'>i)  =  o. 

contenant  algébrifjiienienl  les  fonctions  A,  u.  et  une  conslaiitc  arbitraire  C,,  cette 
relation  H,  :=  o  doit  être  considérée  comme  intégrant  la  relation  H  =^  o. 
Il  suffit  d'écrire  que  les  deux  équations 

'      J'  +  f^iJ  +  Fo  ' 

( >.,  —  fi,  ?,j  )/''  -t-  2  ( >,„  —  >2Ho )y  H-  //,  X„  —  X,  Ho  =  o 
ont  une  racine  commune  en  y,  d'où  la  relation 

[(C,-).,)(f/,/.„-pLo).,)-(C,f/o-?.o)(>..-f/,/,)]' 

-[2(c,-),o(>.o- 1x0  >.2)-(>^.-/^,>.2)(j^.c, ->.,)][(  a, (:,->.,)(//,/.o -À,  ii„)-2(f/j;--Àc,)().„-Ko>.o)]  =  û. 

Quand   celte    relation    est   satisfaite,    on    peut   su|)primor  au    numérateur   et    au 
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dénominaleur  de  (2)  le  facteur  commun 

j[(>-,— Ci)(^trAn  — >.|/^o"l  — (,t^ot— Ào)(>-i— P-i>.o)]  +  {,<^iC,— À,)(/Jt,).o— ).,fJio)-^P'o>-i— >^oFi' 
cl  Ion  ohlienl  l'équation  différentielle  demandée. 

Du  reste,  on  peut  supposer-^  =  o;  cela  revient  à  remplacer 

>-o,     >-i.     h,     F-0.     H-i 
respectivement  par 

'0— C,^o.     >i  — C,f/,,     l,- C„     fi„,     pi,, 

et  la  relation  H,  =  o  se  réduit  alors  à 

relation  qu'on  aurait  pu  d'ailleurs  écrire  immédiatement;  le  facteur  commun  se 
réduit  alors  à  2)'-!-  |i.,,  et  après  l'avoir  supprimé  il  reste 

(i)        v'=    '^^'îJ^  +  CFi^'î-'-^'^i— ^i^'i  ^■2)7'  + ('^^0  +  ^1^1— 2^1  ?'i)7  +  ^oFi  —  2F'i^o 

^    >     J      ^  2(X,-^.>,)j+4>.o-f^i>., 

3.   En  écrivant  que  l'équation  différentielle  s'abaisse  au  degré  deux  (auquel  cas 
c'est  une  équation  de  Riccali),  c'est-à-dire  que 

_    4^0—  f^i'/.i 

est  une  solution  remarquable,  on  obtient  une  relation  entre  )w.  )., ,  )>0)  H-o  soit  sous 
ïovme  différentielle,  en  écrivant  que  le  numérateur  de  (3)  s'annule  poury^y,, 
soit  sous  forme  algébrique  en  écrivant  que,  pour  C  ^  Co,  on  a 

_  ?.îj;  +  Àij,-H>.o 
(27,+ f.,)^      ' 

et,  par  suite,  l'intégrale  générale  se  met  sous  la  forme 
où  l'on  a  posé 


cl  sur  celte  forme  on  vérifie  bien  (juc    l'cMpialion  diircTcntielIc  est  à  points  cri- 
tiques Jixes.  C'est  le  cas  exceptionnel  q  =  '.. 
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II.  —  Emploi  de  la  transformation  homographiqie  suvif.  di  changement 

DE    VARIABLE    INDÉPF.NDANTE. 


i.   Nous  avons  vu  que  la  transfornialion 

a(\)\-^b(\) 


Cl)  x=?(\),  y  — 


Y  +  c(X) 


conservait  le  degré  de  Tcqualion  difTérentielle  et  le  nombre  de  hi  anches  de  l'in- 
tégrale. 

Si  l'on  suppose  que^'=;o,j'=  i,  j'  =  3c  sont  des  intégrales  des  équations  dif- 
férentielles, moyennant  la  transformation  l  {),  on  voit  que.  dans  le  cas  de  </  =  \. 
rintégrale  générale  (i),  étant  de  la  forme 


C 


donne  lieu  à  l'équation  différentielle 

(3)  j'  =  j(v-.)      ^,_2^^_^^(^,) 

Pour  le  cas  de  </  =  3.  la  quantité  r  étant  nulle,  l'intégrale  est  de  la  forme 

C  =  "  ~  ' 


Téquation  diflerentielle  correspondante  se  réduit  alors  à 


(6)  r 


■r(2— j) 


Si  l'on  part  des  formes  (5)  et  (6)  des  équations  différentielles,  on  obtiendra 
toutes  les  équations  différentielles  dont  Tintégrale  générale  a  deux  branches,  en 
effectuant  dans  (5)  el  (6)  sur  x  et  j-,  la  transformation  (4),  où  3(X),  «(X), 
^(X),  c(X)  sont  des  fonctions  arbitraires  de  X. 

o.  Remarque.  —  On  pourra  se  reporter  au  Mémoire  (')  déjà  nté  de  M.  l'ain- 
levé,  qui  contient  des  types  d'équations  un  peu  différents  de  ceux  que  nous  avons 
introduits.  Mais  la  méthode  que  nous  avons  employée  permet  d'obtenir  de-,  types 
identiques,  comme  nous  allons  le  montrer  rapidement. 


(')  Annales  de  l'École  Sormale;  1892. 
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6.  Equations  de  degré  quatre.  —  Pour  que  l'équation  difierenlielle,  dont 

représente  l'intégrale,  soit  de  la  forme 

y  -  y  ' 

il  faut  et  il  suClit  que  l'on  ait 

f^i '•„  —  ^'1  i^,j  =  o,         >.i  — jjt,/,,  =  o,         avec        /„  — X,jjlo  j^  o, 
d'où 

>i  =  F;  =  o. 

,_  Ky''  +  (>/,  f^o  4-  /.;  —  l',  f^'o  )y- -+-  >.'o  Fo  —  \f-'<> 

7.  Equations  de  degré  trois.  —  Pour  que  7  soit  égal  à  t/ois,  il  faut  et  il  suffit 
que  pour  C  =  Ci,  _^=:  o  soit  solution  remarquable,  d'où 

C  -^, 

ou  bien  encore  que  pour  C  =  Co,  y  =^  x  soit  solution  remarquable,  d'où 

À,  —  C2. 
On  obtiendra  alors  les  deux  formes 

^,/  _  ''-'^y'  +  [^-'q  H-o  +  H-'o  (Cl  -  >-0].y  ^ 

2fi(,(C,—  Xj) 

,_  ( >'o  —  C2 Fo  )y^  +  >-o  P-o  —  >.o ^t't, 
^  2(>.,-C,fXo)7 

qui  se  déduisent,  d'ailleurs,  l'une  de  l'autre  parle  clianiiinicnt  de  )•  on  —  • 

'  ■        y 

Dans   chacune   de  ces  deux  formes,  la   constarjte  arbitraii-c  introduite   lii;uio 
d'une  façon  artificielle,  la  première  de  ces  deux  formes  pouvant  s'écrire 


y  =  — 


;è  (^2 -  c. ) J'  +  /^„  ;^  (),,  -  c,  )  -  ix[  ( l,  -  C,  ) 


si  l'on  pose 


—  2i^o(^-2  — C,) 
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il  vient 

/_  Ay-4-^oA'-//;A 

—  2fAoA 

t;l  l'on  retombe  bien  ainsi  sur  un  tvjie  très  simple  oblcnii  par  M.  Painlev('. 

III.  —  Équations  a  trois  branches. 
8.  Equations  de  degré  six.  —  L'intégrale  générale  étant  ilc  la  l'oruic 

l'équation  difTérenlielle  correspondante  (i)  la  plus  générale  est  de  degré  xix 

.        ,  _^  (>^'.j'  +  ^'î7'  +  X;y  +  Vo)(j3+fx.j''  +  fx,y+iio)  — (//'o  >        ,v,  I      f^'o ) ( ^3 j' -H ?.2 V- -h >■ , 7 H- Xq ) 
■'     y-    (3j*-^2fX57  +  fx,)(?.3j'^>,,j^^/,,7  +  ).o)-(3i3j^       '-'',y      >.,)(7'  +  F:j'  +  f^.v  +  fx<.>  ' 

Nous  disposons  des  coefficients  de  la  transformation  lioniogra|)lu(|ue,  de  (aeon 
(juc  trois  des  racines  du  dénoniinaleur,  qui  apiès  les  réductions  est  i\H  (pia- 
trième  degré,  soient  o,  i   et  x,  d'où  les  conditions 

(g)  >..  —  |^;X3=:0,  fi,  >.(,  —  >'i  (^0  =  <J, 

(lO)  2>i  +  3/,, -f-?.,(Jt2  H- 2>.op.2  =  o. 

Le  dénominateur  D  devient  alors 


i)=  i^  (?.„  -f./A3)7(y-  0  (r  -  ^y 

et  l'on  a  pour  ré(]ualion  difTérenticlle 

B(7,.r) 
•^        A(7,x) 

où  A  et  B  ont  les  développements  suivants  : 
B=>;>.37=  +  2fi,>,'3).,^7^ 

+  {m  K  ¥-0  +  >'0  —  ^3^0  -I-  Fî  '''l   —  ^'1  Fi  ) 

-+-  x„(*i>,  (x;  po  —  Xjjj.;  )  —  Aof/jX,  (f^jX;  —  x,  fx;  )  +  fx„>,3X'„  x,  fi,]7' 

-H  [2Î.„X,(/.'„  -fi'oXo)]  7  + XJ  (/.>„- X„,x'<,), 

A  =  2)„),,(X„  -  Ho>.3)7(7  -  >)  (j  -  ^)' 
les  fonctions  ).,  ;x  étant  liées  par  les  relations  (y)  cl  (lo). 


V).   Équatioks   de    degué   cinq.   —   Écrivons    qu'une    des    racines    de    D,    par 
exemple  r  ^  ao,  est  intégrale  de  (7),  d'où 

)v3  =  consl., 

et  comme  ),3  ne  figure  (|iic  dans  la  combinaison  |j.o'*v3,  on   peut  supposer  ).3  =  o, 
d'où  5,2  =  o,  et  ré(|uali()n  différentielle  correspondante  est  de  la  forme 

_,  _  B(y,  J-) 
'^'  ~  A(7,  jc)' 
où  B  et  A  ont  pour  expressions 


A=2À,).,^/(J—  Olj- 

/.„,  ).|,  1^2  et  au  étant  liés  par  la  relation 

2),,  H-  3>,„  +  >.ifi2  +  2).„f;.2  =  o. 

10.  Équations  de  nEcnÉ  quatre.  —  Deux  cas  peuvent  se  présenter,  car 
l'abaissement  du  degré  de  l'équalion  (8)  provient  de  la  présence  de  deux  solu- 
tions remarquables  doubles,  ou  d'une  solution  remarquable  triple. 

PiiEMiEi!  CAS  :  //  existe  deux  solutions  remarquables  doubles.  —  Soient 
y  =  o,  y  =  X,  d'où 

},,  =  C3,  ^  =  C„; 

i)n  peut  supposer 

C;,  ^  o,         Co  =  !»,         d'où  p„  —  o,         fi,  =  o, 

et,  par  suite, 

,  _  .>■[  y,.  )'  +  ()>;  +  f^o.?M  —  Xi[j.;)y +  fZaV„  — >-of;] 

avec 

■>.).,  -H  3).o  -H  ).ifl.. -I-  2}.„/JLj  =r  o. 

UeuxiIcme  cas  :  //  r  '/  une  solution  reiuiir(ju<dde  triple.  —  Soit  y  =:go,  d'où 
/.,,  =  >.,  =:  /,  ^  o,  p.,  =0,  2(JL2  H-  3  =;  O, 


y  = 


3/(j-') 
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11.  Equatioxs  de  nEGRÉ  TROIS.  —  Nous  devons  distinguer  deux  cas,  suivant 
qu'il  y  a  trois  solutions  remarquables  doubles,  ou  une  solution  triple  et  une 
solution  double. 

Premier  cas  :  Il  y  a  trois  solutions  doubles.  —  Soient  o,  i ,  ce.  Nous  n'avons 
qu'à  écrire  que,  pour  l'équation  (g),_y=i  est  en  outre  une  solution  remarquable 
correspondant  à  la  valeur  C^  i   de  la  conslanle,  d'où  les  conditions 

?.3=  /,=  fi,  =  fi|,=Z0,  I  -H  fi,  =  À,  —  Âo,  /, -t- 2/0 -(- I  =o, 

et  l'équation  difTérenlielle  prend  la  forme 

„,_  >.;('-y) 


(10) 


■r,     ^,,1    V-    .     2)(2),„-M) 
2  /.(,  -I-  1  ) 


r(>o+2)( 


dont  l'intégrale  générale  est 

(2).(,-i-i)r  — Ào 


(II)  C  = 


(>.„H-  2)  V-  -  r 


Deuxième  cas  :  Il  y  a  une  solution  triple  et  une  solution  double.  — 
Soient  j'  =:  oo  solution  triple  el  y  =  o  solution  double,  d'où 

),j  r=  >.,  ^  ),,  =  fjt,  =:  o,  2fJlj  -(-  3  :=  o,  Ho  =^  O. 

(12)  ■.,_>;j(-j+i). 

^     ^  ^-       3(7-1) 

12.  Remarque  I.  —  Si  l'on  exprimait  qu'il  v  a  un  abaissement  plus  considé- 
rable, on  obtiendrait  une  équation  de  Riccati. 

On  peut  vérifier  sur  les  formes  correspondantes  de  l'intégrale  générale  que  l'on 
se  trouve  bien  en  présence  d'une  équation  à  points  critiques  fixes. 

Pour  l'éqiialion  (10),  par  exemple,  si  l'on  exprimait  qu'il  y  a  abaissement 
d'une  unité  dans  le  degré,  c'est-à-dire  que 

(X, -t-2)(2Xo-t-2) 

f-o 

est  une  solution  remarquable  double,  correspondant  à  une  valeur  C  =  C|  de  la 
constante,  on  obtiendrait  une  équation  de  Riccati,  et,  d'autre  part,  l'intégrale 
générale  se  réduisant  à  la  forme 

où  7.,.  ,j,,  V,.  0,  sont  des  constantes  numériques,  l'équation  diflérentiellc  cor- 
respondante aurait  bien  ses  points  critiques  fixes. 

C.  ', 
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De  même,  si  l'on  expi'ime  que  j- =  i  est  solution  double  pour  l'équalion  (i  a), 
il  vient 

}/„  =r  o,         d'oi^i         y'  r=  o, 

ft  l'intégrale  générale,  se  réduisant  à 

2  )'^  —  3  )■  -)-  a,  =  o, 

où  a,  est  une  constante  numérique,  a  bien  encore  ses  points  critiques  fixes. 

Remarque  II.  —  Si  Ton  avait  exprimé  tout  d'abord  que  j'  =  ".'  '"  est  solution 

remarquable,  on  aurait  rencontré  des  formes  d'équations  différentielles,  identiques 
à  celles  trouvées  par  M.  Painlevé  (')  à  l'aide  de  sa  première  méthode. 

13.  Signalons  enfin  les  types  intéressants  d'équations  diflerentielles,  obtenus 
en  écrivant  que  l'équation  différentielle  admet  j'^  o,  j=:  i,  jk  =  oo  comme  so- 
lutions o/(r//«r///-e5  pour  les  valeurs  C  =  o,  C^i,  C  =  oo  de  la  constante.  Ceci 
est  toujours  possible  puisque  l'équation  différentielle  dépend  au  moins  des  quatre 
fonctions  arbitraires  tp(^),  a(x),  b{x),  c{x)  de  la  transformation 

y+c{x) 

cl  que  toutes  les  formes  de  l'intégrale  générale  (7)  se  déduisent  de  l'une  d'entre 

elles  par  le  changement  de  C  en  -=; ^• 

'  "  L  +  0 

L'équation  de  degré  six  s'obtient  en  partant  de 

^_  j'  +  >'2.v-  +  >-ir  ^ 

avec 

)-2  -f-  >;,  +  I  =  p.,  +  \x^  +  [J.^•, 
d'où 


B 

où  A  et  B  sont  deux  poljnomes  de  degrés  trois  et  quatre. 

Ecrivons  que  _y  =  co  est  solution  remarquable,  d'où  l'équation  de  degré   cinq 

A  et  B  étant  du  troisième  degré;  et  l'on  formera  de  même  les  équations  de  degrés 
P)  Annales  de  l'Ecole  Normale,   iS'j?.,  loc.  cil. 
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quatre  el  trois 

c  =  zl±lizl,      ,,  _  j(y  -  0[-  H',  j  +  M'c>-2  -  >.;ptoi 

avec 

/..  ^  I  =:  fi,  4-  fi„, 

et 

c  _  y'  ■+-  >2j'  ,  _  y{i-y)K 

(3  +  2>.,)j-^(?.,-+-2)'  -^        (2)2 +  3)yH- >..(?,, +  2)' 

IV.  —  Egi AXIONS  A  gi  ATHE  brancues. 

14-.  Dans  toiU  ce  qui  suit,  nous  supposerons  qu'on  a  disposé  des  coefficients  de  la 
transformation  liomograpliique,  de  façon  que  j'=o,  y  =  i ,  y  =  co  soient  des 
solutions  ordinaires  de  l'équation  diflcrentielle.  Il  suffira  alors,  dans  tous  les 
types  que  nous  obtiendrons,  de  remplacer  y  par  ^^^—^  pour  former  toutes  les 

équations  difl^érentiellcs  de  l'espèce  indiquée.  Elles  coniicndronl.  par  con- 
séquent, rationnellement  les  fonctions  arbitraires  a,  jî,  S  et  leurs  dérivées 
premières. 

Le  degré  de  ces  équations  varie  entre  huit  et  trois.  Je  vais  passer  très  rapi- 
dement sur  les  équations  de  degrés  huit,  sept,  six  el  cinq  dont  la  formation  est 
analogue  à  celles  des  équations  du  paragraphe  précédent,  et  j'insisterai  plus  lon- 
guement sur  les  équations  du  quatrième  et  du  troisième  degrés. 

I.   Equatio.\s  de  degré  hliï.  —  L'intégrale  générale  est  de  la  forme 

d'où 

(,)'  y_  J(j-')[f^3  J' •+-••• -H  f^o>;-^»i^,  I 

IL  Equations  de  degré  sept.  —  Ecrivons  que  jk=  x  est  solution  remarquable 
double  pour  C  =:  00,  d'où 

(2)'   y' --^^y- ■)[f^'..y'  +  (H» + F.  +  ^.m; - >.;h« )y'  +•  ■  •+ m.^;  - >..k'o1 

ïf'ir' -H  (  3;/, -<- >,,fx,)y' -4- .  .  . -f- ?,„,jt, 
III  .Equations  de  degré  six.  —  Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 


PiiF.M[ER  i;*^s  :  Il  y  a  deux  solutions  remarquables  doubles.  —  Soient  y  =  oc, 
y  ^  o  pour  C  =  00,  C  =  o, 

(3)  c^}zilL±lil^hl       (,^^, +  ^„  =  f,,  +  p, +^„), 

,3.,      ,_yiy  —  0[Ki.'^'  +  (f^'2  +p'iH-x,fx;->>;f^'')y'+...H-fXoX;  —  Ki^-'o] 

^  2fJt2r'+  (3|JL,  4->.:/Ji2)7'  +  .  .  .-^2>.,!Xo 

Deuxième  cas  :  Il  y  a  une  solution  remarquable  triple.  —  Soil  )•  ^  ce  pour 

C  =  co, 

IV.   Équations  de  degré  cinq.  —  Trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

Premier  cas  :  Ily  a  trois  solutions  remarquables  doubles.  —  Soient  y  =  o, 
y=l^  jr  ^  tX)  pour  C  ^  o,  C  =  i ,  C  :=  oc, 

y'Cy'  +  Aj  +  B) 

'■"  ^~"  J)j''+(3A+2l{-2D  +  4)/-2A  -B  +  D-3' 

J>'c(|ualion  diffcrentielle  correspondante  est 

M  -  Nj'  =  o, 
où  l'on  a 

NsI)'y^4-(AD'-I)A'-f-2B'  +  3A'-2D')j- 

_^[BD'  — DB'-4-  2(AB'-B.\')  — 2(AD'-nA')-6A'-  B' 4-  0' ]  r' 
+  [  AD'  -  D.\'  —  2 (BD'  -  DB')  -  4 (  AB'  -  B  \'  )]  j= 
+  [2(AB'  -  BA')  +  BD'—  Dir  +  3B']  v 

=  y(j_,)2[D'y2  4-{3A'-h2B'-t- AD'  — DA')7 

-f-  2(AB'  — BA')  +  BD'-DB'+  3B'] 

M  =  9.\)y''+  (9A  +  6B  —  60  +  AD  H-  12)7' 

+  (6A'+4AB-4AD-4B  +  4n-i2)  v' 

+  (_6A'+3AD  -9A  +  2B'-2BD  +  ',  B)  j  +  alî  (- 2  A  -  I!  +  D  -  3) 


d'où 


(j— i)[2Dj'-i-(9A  +  6B-4D  4-  AI)  4-12)7' 

4-(9A4-2B  -  3AD  -t-6A'-t-4AB)j-+-2B(2A  4-  B  —  D  -h  3)|, 


,,  _  J^.y-')[By-H(3A'4-2B'4-AD'-nA'),r  +  2(AB'-BA')4-BD'-DB'4-3B'1 

^^'       ^    ~  2Dv'-i-(9A  +  6B  — 4D4-AD4-i2)7''4-(9A4-2B— 3AD-)-6.\^H-4AB)j  -h  2  15  (2  A  4-  15  —  0+3)  ' 
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Deuxième  cvs  :  //  y  n  une  soliUio/i  remarquab/e  tii/'/c  cl  iinc  sotiitinn 
double.  —  Soient  y  =  ce  et  y  =  o, 

^^'  Dy-hA-f-B-D  +  i' 

,_  ,{^-i)[D')^  +  (Ar)'— DA'  +  A'-HB')7H-AB'-BA'+I!i»'     l)l{'-4-B'J 

(^)'    y  —'    '  (4y2  +  3A/  +  2B)(l)7  +  AH-B-D-H  i)  —  D(  k'-h  A  y^-i- B) 

TiioisiLMi;  c.is  :  Il  y  a  une  solution  renian/uiible  quadruple.  —  Soil  t=  Ji 
pour  C  :=  ce, 

(7)  C  =  Ar'-i-Bj'4-  l)j--r-(t-A-B-D)/, 

,  _  j(i  —  j)[AV+  (A'4-B'),r+ A'+B'  +  D'] 
(")  y  ~'     4Aj'  +  3By^ -H2l)7  +  i  — A— B  — i) 

V.  Éql'ATions  de  df.gré  quatre.  —  Dans  tous  les  exemples  formés  jiiscpià 
|)résenl,  le  nombre  de  valeurs  remarquables  de  la  constante  n'éliiiil  j;iMiais  supé- 
rieur à  trois,  on  pouvait  faire  en  sorte  qu'aucune  constante  arbitraire  ne  liguràl 
dans   l'équation   diiïércnticlle  définitive.    En    efTet,    toutes    les   formes   de    Tinlé- 

a  (]  -i-  3 
î;rale,  se  déduisant  de  l'une  d'entre  elles  par  le  cliangemeul   de  C  eu     ''^,'    '  _ — ^ 

(a,.  3|,  V,  désignant  des  constanlos  numériques),  on  peut  doiuier  à  trois  drs 
valeurs  remarquables  de  la  constante  les  valeurs  o,  i  et  oo. 

i\ous  allons  rencontrer  maintenant  des  é<|ualions  où  une  ou  d(u\  consfanlrs 
arbitraires  distinctes  fif^urernin  algébriquement  d'une  façon  essemii:i.i.i.. 

Nous  supposerons  toujours  qu'on  a  enTectué  sur  y  une  transformation  lioniogra- 
phique,  telle  que  o,  i,co  soient  des  intégrales  correspondant  aux  valeurs  o,  i. 
30  de  la  constante  d'intégration. 

PnEMiEn  CAS  :  Il  y  a  "ne  solution  quarlruple  {soh  y  =  y^)  et  une  solutio/, 
double  (soit  j  =  o)  ;  d'où 

(8)  <:=rA/'-t-B/»-t-(i-A-B)j', 

,_      y(i— .r)(  A'y  +  A'  -hB') 
^^y  ^'  ■"  4A7'H-3B/  +  2(i  — A  — B)" 

Deuxième  cas  :  Il  y  a  deux  solutions   triples.  —  Soient  y  =  »  et  y=  o, 

(9)  '^- B^H_,H-A-B' 

,_ yiy  -  i)[B'j  +  AB'-  BA'  H-  A'1 

(9)'  >''-  3B/'  +  [/((A  -  B  -h  I)  H-  2AB]/  -+-  3A(i  -  A  -  B)' 

TiioisiKME  rvs  :   //  y   •!    une  solution    Iriph-   et    deu.v    solutions   doubles.  — 
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Soient  r  =  y:,  y  =  o,  y  =^  i,  on  obtient  les  formes  suivantes   : 

^     '  '       (3AH-aB4-4)j'-(2A-hB  +  3)' 

,,       , j(7-i)[(3A'+2B')j  +  3B'  +  2(AB'-BA')] 

UO)     y  —  3(3a  +  2B+4)j'4-(6A2-i-9Ah-4AB  +  2B)7-+-2B(2A  +  B-+-3)" 

Quatrième  cas  :  1/  y  a  quatre  solutions  doubles.  — Soient  j' =  o,  )'^i, 
j)/  =  ce  les  trois  premières  solutions  doubles,  correspondant  aux  valeurs  C  =  o, 
C  =  I ,  C  =  oc  de  la  constante,  l'intégrale  générale  est  de  la  forme  (5). 

Pour  exprimer  qu'il  existe  une  solution  remarquable  double,  pour  la  valeur 
C  =  Y  de  la  constante,  il  faut  écrire  que  les  deux  équations 

1  47^  +  3A7'-  +  2(B-D-/)j-y(3A+2B-2D  +  4)=o, 

(  A7*-!-2(B-Dy)72-3-/(3A-+-2B-2D  +  4)7-l-4(2A+B-D-i-3)y  =  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  les  deux  équations  qui  s'en  déduisent 

[3A2-(-8(Dy-.B)]j2  +  [2A(B-Dy)+i2y(3A-H2B-2D-)-4)]y 

—  7 A( 3 A  +  2 B  —  2 D  H- 4 )  —  i6( 2  A -H  B  —  D  4- 3 )  =  o, 

[i6(2A  +  B-D  +  3)  + Ay(3A  +  2B-2D-i-4)]/' 
-i-[i2A(2A  +  B  -D  +  3)-+-2y(3A+2B  — 2D-i-4)(B  — Uy)]j 

-4- 8(B -I)y)(2A -t- B  —  D +3)  -  3y-(3A-f- 2B- 2l) -t- 4)- =  o, 

et  que  j'écris 

(  Uj'  +V7  H- W  =0, 

(ï2) 

aient  une  racine  commune,  d'où  une  relation  algébrique 

(i3)       (UW,  —  WU,)2-  4{UV,  -  VU,)(VW,-  WV,)  =  Il  (A,  B,  I),  y)  =  0, 

qui  permet  d'exprimer  D,  par  exemple,  en  fonction  algébrique  de  A,  B  cl  de   la 

constante  arbitraire  y 

I)  =  /i(A,B.y). 

L'intégrale  remarquable  a  pour  expression 

_    UV,  -  VU,    _  P(A,  B,D,y) 
yA^)—  u,W-UVV,  ~  Q(A,B,D,y)' 

où  P  et  Q  sont  deux  polynômes  en  A,  B,  D  et  y;  et  A,  B,  D,  y  étant  liés  par  la 
relation  algébrique  H  =  o. 
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Moyennaal  ces  conditions,  le  numcraleur  et  le  dénominaleiir  de  l'équalion  (5)' 
s'annulent  pour  y  =  >',  (x)  et  l'équalioa  dlflerentielle  se  réduit  à 

,,       ,_  yjy-  OLD'PÇA,  B,  D,y)y-  3B'Q(A,  B,  D,  y)] 

'""    ^  ~  2r)P(A,B,I),7)Q(A.B,l),y)/'-(-[9A+6B— 4l)+AD+i24-2l)P(A,I{,D,7)]P(A,B,D,y))'— 2B(aA-i-B-I)-,-3j 

a\ec 

n(A,B,  D,-/)  =  o. 

Remarque  I.  —  Si  l'on  exprimait  directement  que  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  l'expression  (5)' ont  un  facteur  commun  diflérent  de  j'  cl  de^  —  i, 
c'est-à-dire  que  les  deux  équations 

D'j'  -H  (3  A'  -i-  2  B'  -h  A  D'  -  DA')  j  +  2  (  AB'  —  BA'  )  -t-  BD'  -  UB'  +  3  B'=  o, 
2D7'-+-(9A  +  6B-4D-+-AD  +  i2)j^-l-...H-2B(2A-t-  B-U^3)=o 

ont  une  racine  commune,  on  obtiendrait 

K(A,B,D,  A',  B',U')=o, 

relation  différentielle  algcl/rir/ue  enlre  les  coefficients  A,  B,  D,  dont  la  relation 
H  =  o  donne  l'intégrale,  en  exprimant  D,  par  exemple,  en  fonction  aliféOrii/ue 
de  A,  de  B  et  de  la  constante  arbitraire  y. 

Remarque  II.  —  On  peut  pousser  plus  loin  les  calculs  cl  exprimer  les  cocfli- 
cients  de  léqualion  difrérenlielle  (i4)  en  fonction  R.vnoîi.NELLE  de  deux  fonctions 
arbitraires  convenablement  choisies,  de  leurs  dérivées  premières  et  de  la  con- 
slanle  arbitraire  v.  La  relation 

II(A,B,I),7)=o 

exprime,  en  eflet,  que  les  deux  équations  (12)  ont  une  racine  commune  T.  l'ic- 
nons  celte  racine  commune  T  comme  fonction  arbil/nire,  nous  pouvons  alois 
exprimer  A  et  B  en  fonction  rationnelle  de  D,  T  et  y  en  résolvant  les  équa- 
tions (1 1)  par  rapport  à  A  et  B. 

On  obtient  alors  A  cl  H  sous  la  (oinic  de  deux  fractions  a\ant  pour  dénomina- 
teur commun 

3(T«--/)('P-3yï-t-2)-(T-7)(T'-97T), 

et  pour  numérateurs,  la  première 

2Dy[(T-l)(T«-3yT-^2)-(ï-7)(T-I)(T-2)] 
-4(T'--/)(T«-37T-4-2)-i2(T-i)(T-7), 


la  seconde 


I^-/[-(T->)('n-9-/T)^3(T-i)(T-2){T=-7)] 
-l-2(T'-7)(T'-97T)  +  367(T-i)(T'-7), 
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et  réquatioii  difleientielle  correspondante  devient,  après  la  suppression  du  facteur 
y  —  ï  qui  figure  au  numérateur  el  au  dénominateur  de  (5)', 

,_  y  {y  —  i)  [TD'/  +  2(BA'  —  AB')  h-DB'—  BD'—  3B'] 

'^   ~^  2DTy2-+-T(2DT+9A  +  6B— 4D  + AD-!-i2)/  — 2B(2A-i-B  — D  +  3)' 

oit  A  et  B  doivent  être  remplacés  par  les  fonctions  lîAT]<(^J^ elles  de  D,  T  e<  v 
trouvées  précédemment  ;  et  A',  W  par  leurs  dérivées. 

VI.   EyoATioNS  DE  DEGRÉ  TROIS.  —  H  J  ^  cinq  cas  à  distinguer  : 
Premier  cas  :  Il  existe  deux  solutions  triples  el    une  solution   double.  — ■ 
Soient  T  =  G,  y  =^  ao,  j'  =  i , 

(3A  +  4)/-(2A  +  3)' 

A'j(y-.) 
'    ~  (3A+4)j'+A(2Ah-3)' 

Deuxième  cas  :  Il  existe  une  solution  cjuadruple  et  deux  solutions  doubles.  — 

Soient_^l=aC,  yrr:  0,JK=  ïi 

C^y-[ky^~i{k  h-!)j-hA-h3], 
A'j(y  — i)       . 


y  — 


2(A  +  3)  — 4Aj' 


1  iioisihME  CAS  :  //  existe  une  solution   quadruple  et  une  solution  triple.  — 
Soient  y  =  oc,  y  =  o, 

C=jMA7  +  i-A), 

A'.r(i-,r)       . 
•^        4Ar-+-3(i- A)' 

(^ir\TiiiEME  CAS  ;  Jl  existe  une  solution  triple  et  trois  solutions  doubles.   — 
Soient  y  ^  ce  \à  solution  triple,  y  ^  o,  y  =  i  deux  des  solutions  doubles. 
iNous  partons  de  la  forme  d'intégrale  générale  (lo) 


(:  = 


j^(v^+Ay  +  B) 


(3A  +  2B-+-4)7-(2A  +  B  +  3) 

Exprimons  qu'il  existe  une  nouvelle  solution  remarquable  double  pour  la  va- 
leur C  =  Y  de  la  constante.  Cela  reviendra,  comme  tlans  le  §  V,  à  cxiiritncr  que 
deux  équations  du  second  degré 

U7*  4-  \y  -+-  W  =  o, 

U.j'+V,j-+-W,=  o 

oui  uiif  r;i(iiic  <'i)nnniiiic.  doù  une  rclalion 

ll,(  A,IÎ,/)-o 
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pennellant  d'exprimer  B  en  foiiclion  algébrique  de  A  el  de  la  coiiilaiiU'  ailii- 
Iraiio  •';  l'inlégrale  reniarqiiable  (■orrespondaiilc  sera  la  raeine  comimiiie 

.  l'.fAJJ.v) 

:iii\  deux  équalions  précédentes,  P|  eC  Q,  étant  des  polynômes  entiers  en  A, 
1).  -'!  I  équation  dilTérenliclle  (lo)'  s'abaissera  au  degré  trois  par  la  suppression 
ilu  facteur  commun  )■  —  Vi  au  numérateur  cl  au  (K'ironiinatPur  de  r',  et  il  restera 

-,  ,_  .v(/-i)(3A'+3B')l',(.\,n,y) 

"•''         ^  ~  3(3.\  -4-  al5  +  4)  1*1  (A,  n,  y)y  -  iVi(i\  +  H  -+-3)  Q,(A,  h.y) 

avec 

ll,(.\,|{,y)  =  o. 


lli'Diarijuc  l.  —  Si  Ion  écrit  que  (lo)'  se  r('duit  au  deg^ré  trois,  en  i'\|)riniant 
2(BA'-AB')-3B' 

'■"-''■  = ZX'^^W 

relation  diU'érentielle  ali:éhri<ia( 


est  une  racine  liu    d('iiiiiuinal(ui 


)l)lienl    iiiic 


3(3  A  -i-  ■'.  B  -H  4)  [2(  BA'      AB)       3  B'  l"'  -;-  a  B(  >.  A  -+-  B  +  3)  (3  A'  -t-  a  B')- 

—  (6A'-f-9A-f-.'iAB-+-2B)[2(AB'-BA')  +  3B']  (3A'-i- aB')  ^- o. 

dmil  l'intégrale  générale  est  précisément  mise  sous  la  forme  (iliii'liriijiic 

n,  =  o. 

Remarque  II.  —  On  peut  exprimer  les  coefficients  de  l'équation  diU'éren- 
tielle (i4)  en  fonction  RATlo^^F,LLI:  d'une  fonction  orbitiaire'V(.r)^  de  sa  dérivée 
première  et  de  la  constante  arbit raire  ". 

En  eirel,  quand  la  condiliori 

il,(\,B,7)=o 

i-^t  satisfaite,  les  deux  équatu)ns 

4.v'+  3Aj=-+-  aB/  —  7(3A  -•-  aB  h-  4)  ^  o. 
\j^-+-  aB.>--  3(3A  -t-  aB  -f-  ',)-/j  -H  /.-/(aA  -t-  B  -4-  3)  .-  q 

•  inl  une  racine  commune  T(:r);  on  a  alors  les  deux  relations 

A  (3T'  -  3yT  -+-  2/)  -4-  B(aT  -  ayT  -\-  y)  -  -  ',T'-+-  'c/T  -  3/, 
A(T'-  9/T  +  8/)  +  aBCP-  3yT  h-  a/)  =  i9.y(T  -  i). 

qui.  résolues  en  A  et  B,  donniul  \  ri  lî  rn  l'om  lion  riilii>nnellc  dc'Vi.r)  m  dey. 
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l/ci|ii:ilion  (lillerentifllc  dt'xionl  alors 

,_  .v(y-i)(3A'H-2B')T 


3 (3 A -h  2li  +  4 )Tr  -  2B (2  A -h  B  —  3 ) 

où  I'dii  tloil  rem|)la(t'r  A  el  15  par  les  \;ilciir>  |néc('cl<'nles.  ri  \'  cl  1!  |>;ii-  Iriir- 
(lérivi-es. 

(>t?ioL'ikMi.  (v.-  :  //  f.ristr  cintj  soliilio/is  rcinaniualiles  douhb-x.  —  Nmi^ 
.ivonsMi  précétieimncnl  (|iie,  dans  le  cas  de  ijiKitre  soliiiioiis  dotiljles.  l'équation 
i-oriespondanle  (il)  étail  du  qualriènie  degré. 

Pour  qu'elle  s'abaisse  au  Uoisiènie  degré,  il  l'aul  el  il  siillil  qu  il  i'\i>lc  (irn- 
nouNelle  soluliDU  renuir(|ii;ilile  pour  uxw  \alciii'  -'i  ilc  hi  (■ôii>lanle.  iiiilreniciil  dil 
(pie  les  deux  iMpuilion^ 

i;  ,-•--- v;v  —  w;  —  o 

(pii  ne  didén-nl  do  cipialious  i  i)  que  par  le  eliaugemenl  de  ■-  en  ■■,,  aicnl  ('gal^-- 
uienl  une  racine  cduiinunc.   d  où  la  relation 

ll(   \,B,  l),y,)=::0 

(pu .   p)inte  à  la  relation 

lli  \,B,  D,  y)  =  o, 

déleriiiiiii  1!  cl  I)  en  fonction  algchrique  àc  A  et  des  deux  codsI  a  nies  arbitraires^^ 
et  -',.  1  >c  plu^.  rinté^M-aie  rcnMdt/iiable  correspondant  à  -',  a  pour  expression 

i    \,-V'U;    _  P(A,  B,lJ,/,) 

•'-'■^^"^  L;  W— W'U;  ~  Q(A,  B,D,-/,)' 

et  l'équation  diUereiilielle  ainsi  ohlciiue  s"<''cril  : 

,  (..        ,_ P(A,  B,  D,  y)  P(  A,  B.  D,  y.)  D'y(.y  -  ■) 

^     '     y  ~  3P(A,  B,  D,  y)  P(A,  B,  I),  y,)  I)j  -h  2B(2A  +  B  -  1)  +  3)  0(A,  B,  l),y)  Q(A,  B,  I).  y,)' 

«•//>  A'.v  cocj/irients  soiil  des  J'o/ict ions  Ai.GftuuiQUKs  de  A  et  des  deux  constantes  \' 
et  -'i.  ou  encore  des  fonctions  imiImiks  des  quantités  A,  H.  1).  -'■  "'i  liées  /itir  les 
deu.r  relations  H  =  o,  11'=--  o. 

Itiiiiiiniiic  I.         Les  deux  relations  ali;éliri<iues 

Il     \.  I!,  l),y)  =  o,  H     \,  lî.l),  y,)  =  o 

doiiiieiit  précisi-nitMil  l'intégrale  des  deux  relations  dilIVi  cnlielhîs  (iti^ébriiiues  oli- 
Icniies  en  é<ri\anl  que.  dans  l'équation  (5/.  le  polvnômc 

2l)j»-i-..  .--2B(2A-+-B  — D-*-3) 


1  KK-MAïKlN    KXI'l.lC.IÏK.  DF.S   KQI  ATIONS    hllFKIAKN  TIIM  1>    1>I     l'HrMIKI;    (ir.Olil..    I.K 
1  ~l  ili\  isililf  |)ai- 


I)'.- 


!(\B  —  I5A  )-f-  lil>        1)1!  ^  ili  . 


Ii<>m((rqiii'  II.  —  l^es  coeffiiicnls  tli-  l'(''C|iiali(iii  didérenlifllf  (  ilii.  <|iic  I  cm 
\iei)l  (le  lormcr,  peuvent  encore  s'exprimer  rationne  lie  me  ni  à  laide  de  deux 
fôiiclions  0('.r),  T(j')  liées  par  une  relation  ali^ébrù/iie.  de  lenis  df'rivées  pic- 
niières  cl   de*  deux  constantes  arbitraires  •■  el  --, . 

Kn  ed'el.  en  désii^nanl  [jar  T(  x  )  el  (■)(  .r  )  les  deux  iiiU-i; raies  reniarijuahlcs  eor- 
respondanl  aux  valeurs  -'  el -',  de  la  ciinstanle.  A.  15  el  I)  vérilieiil  les  relalimis 

,  3(1-— y)A  ^2(T-yiH  — ulJylT^i)  -,- 4  ( 'p— y  )  =  o, 

\      (ï'— oyTiX  —  2(T^  —  3yT -•>)!{    -  '.  I)y  i  T  —  i)  (T  —  a  (  -  i-^y  (T  -  n  -  u. 
I  3l«-— y,)A^-2((-)-  y,)n  -2[)y,(0  — i)H-4((-)''-   y,)  =  o. 

(»•'       oy.QiA  -^ilO-— 3y,0-T-2)B-9.I)y,((-)    -ii((-)---i)-  i-.y.M-)—  '.  )  --.  , 

Ces  relations  seront  compatibles,  si  le  di-lerininanl 

3  (  T  ■  —  y  )  ■]'  -   y  y  (  T  —  i  )  T  '  -  y 

T>_,,yT  •P-3yT'-2  y(T^i)(T-2)  y(T-i) 

3(0---y,)  0-y,  y, (0-0  0'-y, 

0'-Oy,0  0--3y0-î-2  y,(0-i)(.0  — 2)  y,(0-i) 

i-sl  nul:  d"où  iMK- relation 

/(T,  0)--O. 

Alors  les  trois  premières  équations  /'i -)  donneronl   A.  I>,  I)  en  iDiiclioii  riiiinii- 
nelle  des  f|iianlilés  T.  0  liées  par  la  relation  f  ^^  n.  cl  \\>\\  aura  rc''(|uall(iii 


T0l)'y(.v-i) 


1)T0.  -aB(2A  +  n-D  +  3) 

"//    \.  1>.  I)  sont  reinplarés.   au  mo\cn  des  relations  (17),  par  leurs  râleurs  en 
fonrlion  11  vrni.x.-vKi.i.h  de  T.  H.  ■'•  ",'i  ''>  D'/"'/'  la  dérivée  de  1). 


CIIAIITUK  III. 


KTi  r»K  DKs  i;oi  ATK)\s  Di  sKOOM»  di:<;hi;  i;\  r 


I.  KliBI.ISSKMKM     U'i  NK    FDIIMI  I.K    FOM)  AMKMli.l'. 

I.    Soil 

I  ^j"'  —  '^  ^y'  -^  N  =:  o 

une  équation  difFérenlielle  algé!)rique:  le  premiei'  meird)ri-  esl  un  poKnome  im 
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duclible  du  second  degré  en  r'  cl  de  degré  donné  en  y,  dont  les  coefficienls 
sont  des  fonctions  analytiques  c|iielconqiics  de  x.  Si  (/i,  rj2i  ^s  désignent  les 
degrés  en  y  des  polynômes  L,  M,  N,  on  peut  toujours,  moyennanl  une  Iransfoi-- 
nialion  liomograpliique  efTecluée  sur j-  et  dont  les  coefficienls  sont  des  fondions 
de  .V,  admettre  que  L,  ^I,  N  sont  de  degrés  q  —  '\.  q  —  2  el  y  en -)%  en  désignant 
par  q  le  plus  grand  des  trois  nombres  </,  -H  4?  q-i-V  ■>■  et  q-^. 

C'est  ce  nombre  q  que  nous  appellerons  désormais  le  decrh  de  i'i'i|uali(jn  dif- 
férentielle. 

Nous  nous  proposons  do  joiincr  kxplicitf.:meat  loulo  lc>  ('(iiiulions  iil  <!<■ 
Di.i-.RK  q  iioyyt.  dont  linléiiralr  générale  ne  prend  qii' un  lumilire  no^Mt  n  de 
valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 

il  s'agit  donc,  dans  les  é(|ualions  f|ue  l'on  loiniera.  d  exprimer  algébrique, 
ment  les  coefficienls  despolynomes  L,  M,  IN  à  laide  d  un  ccu'tain  nombre  de  ean- 
stantes  et  de  fonctions  arbitraires  de  x  (et  de  leurs  dérivées  ). 

2.  Si  l'intégrale  j)'  {x)  acquiert  exactement  n  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles,  elle  peut  s'écrire,  dans  le  cas  où  le  genre  ra  de  la  rebiiion  entre 
les  constantes  intégrales  est  nul  {') 

où  a,  ^,  V  sont  des  polynômes  enj'  de  degré  /(. 
Différenlions  l'équation  (2),  il  vient 

1 ,  l'Iiiiiiiialion  de  ('-  cnlrc  (•>  1  et  (.'*>)  condnil  à  iin<'  «'■(|ualiiHi  (lillVi'enliclif  ilc 
désiré   \n, 

(.i>  L,  v"— 2Mi7'+N,  =  o, 

que  l'on  |ieut  écrire  sous  les  deux  formes  suivantes  : 


,17  '^?>     '^'^' 


()x\    ,         ÔP       r.  àxir f r.  Oy       _  ()l\    ,      ç  c>y 


'■ôi-''ôJ\\[^'.)y-'^oT)-'-''o:;-^--/ô:;\=-''' 


V'^ày       '  dy       "dyj^  "     "^  ôx       '  d.v       '.).,■ 


,,0^-  \làl>    ,       d^\-      (dy.    ,       <)x\/()y 


'^,.'^_'l^\l'ÉV.y'^^ 


(')  Si  le  genre  ta  de  la  relation  entre  les  constantes  inlégralcs  est  égal  à  un,  a,  ^,  f  sonl 
àc.  degré  an.  I.c  cas  de  ci  >  i  ne  peut  pas  se  présenter  ici.  (  Voir  riiitiociiiclion.  ) 
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Ces  ileii\  deinirres  cqiialions  vonl  nous  servir,  l'une  cl  laulre.  à  clablir  nijii- 
ilenienl  une  formule,  qui  n'esl  d'ailleurs  qu'un  cas  particulier  d'une  formule  beau- 
coup |iliis  gént'ralf,  de  M.  Painlcvi-  ('\  relalivo  aux  équations  diflercnlielles 

de  dea/t's  rjnetcoinjues  en  r',_r. 

'.\.  Si  l'éfpialion  difl'érenliclle  (4)  se  réduit  au  degré  q,  c'est  que  les  polv- 
n  ou  le  s  L, .  M,,  N,  con  tiennent  un  facteur  coninmn  \\(  y,  x)  de  degré  4"  —  y  en  y. 
I.ei  racines  de  II  jouent,  d'ailleurs,  un  rôle  iiiq)ortanl  dans  la  théorie  qui  va  •suivre. 

Posons 

L,(  r,.r)=L(v,x)H(r,  j),         M, Mil.         N,  -    Ml. 

(7)  M^— L\  =  l'-0|!, 

l'équation  lî  =  o  de  degré  /'  désignant  les  inlrgrak-s  si/iî:iilicr('.s  et  (^  =  o 
de  degré  y,  le  /ici/  des  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales.  Soit,  de 
plus,  i  le  degi-é  de  P:  les  nombres  /.  y,  /,  vérilienl  la  relaliou 

I  8  I  ■>.  <]  —  \—  ■?.  i  -i-  /  -^  /. . 

Si  1  on  forme  le  discriminant  |j- —  a*',  on  a 

(<)  I  p-~  y/  -  ll-o^i!, 

et  le  degré  m  de  II  est  lii-  à  /'._/,  /.'  par  la  relation 
(  I  o  )  2  «  =  2  /«  -i-  3y  -i-  /. . 

De  l'égalité  (8  ),  on  dé'duil 

'  ^y       "y       "y  'A*'  'K^'  'h/ 

23Î^-,i^-.^  =  iiQ=('->(.nf -nin^-   iio'fV 

'    ôx        '  ùi  ôx  \  d'-  0.1  ,).i  J 

et  la  forme  (5)  de  l'équation  diflércntielle  devient 

(M)  iP.v;o|(2QH^^,mH^-iio;;ii)/ 

dx  dx  ôx  I 

'4(f-''^sy--(^^'-^£jfê^'-^ë)]i=«' 


(  '  )  Leçons  de  Stockholm,  p.  169,  cgalilc  (<j). 
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ce  (lui  iiioiilrc  (|iii'  ll-(J-  cuire  on  faclrni'  (huis  le  pi'cniier  iiicmljre  di-  l'('-(|Uii- 
lliiri  I  ji  (i.  liai-  suite,  (iiie  11(  )'..<•,)  contieul  les  racines  /»?/////>/ê.s'  du  (/isciinii- 
iifiiil  '■'j- —  'j.-'  'III  nii'iiw  degré  dp,  multiplicilc 

l)"auli-e  |iarl,  >ui-  la  forme  (5),  on  vérifie  (|ue  huile  racine  r  =  i' i./- )  d'ordre/' 
de  (  -J  )  iMiur  (].  =  (1|  I  C|  =  o  |>ar  exeni]de  i  est  racine  d'oixlie  /'  —  i  dans  i  (w|iia- 
lion  I  .")  i  iiuel  (lue  soil  r'.  Donc,  \ou\.q  soliitiiili  leiiKinilinhlc  d  nrdic  p  li:;ui'e 
dans  Hi  r.  ./  l  an  di-grr  p  —  i  . 

Iiiversenienl  Imile  racine  )■=  i,^- (.r)  de  II  =  (i  \(''i-ilianl  miuiiI  laneuienl  le>  Iriu? 
iidalioiis 

^  [  A'  (  x ),  .r ,  C ( g,  X  )1  d.v  +  ™  dy  +  |^  dK ]  (  g,  .r  )  =  o, 

dT  ()Y 

véi'ifie 

'^-^\g(.r),aA:{g,.r)\dCAg,.r)=o, 

ecbl-ù-dire.  suil    la  relal  U)ii 

jJJ.U(.r)..r,C(,^,.O]  =  0. 

~i>il   la  siiivanle 

d{'.{  g,  ,r)  =  o. 

Doue,  loiile  racine  )•=  I?  (j-)  de  H  est  soil  une  racine  du  ilisiriiiiiininl  'i-  —  a"-- 
snii   une  solulimi  i  non  singulière)  de  r('i|ualiiin  dilli'rcul  ielle. 
I.e  (lei;n''    \  li    -  1/  i\f  \l{  ^f,  x)  esl  égal,  par  C()nsé(|iieiU ,  à 

el  coninie 

■!/;=:  a  ni  4-  3/  -1-  /• , 

Mil  (dil  leril   la   miiMiii    1  iiM)  v\li;>  r  M.i. 

(n)  y  _2„  _,_/■_  ^[(„,._, )  +  (/,,._-,)  +  ... -t-(,,,._  ,)]. 

,/,.  //, (',  ('la ni  le-  degii's  de  iiinlli|>licilé  des  racines  i'  =  g,(->')  de  1'  =  o  pour 

1,1   valeur  ('./(le  la  conslanle  C,  el  la   somme  N    s'éleiidanl  à  loiiles  les  stdiiliuns 
I  i-nuiripuibles,  (jiii  sonl  nécessairement  en  iionilire  ///)/. 

Aoiis  avons  posé  précédemmenl  f^,  =  1>II,  i,,  esl    le  disirinmiaiil  de  I'  par  lap- 
noi-l   à   )-,  c'est-à-dil-e  le   n'sullalde   ri-limiii.il  idii    deC  enire    {"  =  11.     -        c   <  )n 

peiil   donc  écrire 

L,  1=11-0  1),. 
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Pi  si  Ton  désigne  par  /.  lo  degré  du  diviseur  Dj  do  D,,  telles  ([ue  lonles  les  racine- 
do  D.  distinctes  ou  non  soient  solutions  do  l"éfiualion  difi'érenlioUe.  la  soninio 

^[(rr,-. )  +  (/.,-. )--•■•] 

r-l  éyalo  à  A. 

If  -z:l  ïit  ^  k  —  À, 
Cl  y^  i-  piii-i|Mi' 


11.  —  Examen  I)"in  cas  sixiiiiFR. 

i.    Donnons-nous  ohiinlorianl   une  o(jiiali<)ii 

at>-—  2^(^  -+-  y  —  o. 
Si  l'in  a  |>osé 

C>  est  une  fonction  rationnelle  do  j,i-';  c'csl-à  dire  une  tniHlion  ;i  doux  valeurs 
de  y,  renfermant  le  radical  \  QR. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  suljsislo. 

Il  \  a  toutefois  un  cas  exceptionnel,  que  l'on  peut  rcnconlrcr.  nirnic  m  aiip- 
j, osant  la  relation  {j>.)  iriédiirliOle.  C'est  celui  où  lo  prcniioi  iiioinluc  do  I  r.pi;!- 
lion  en  y .  déduite  de  (k),  est  carré  parfait. 

Quand  il  en   est   ainsi,  soient  C,  =y,  (^)-,  x),  C-,  =  -/i{y,.r\  les  do 
de  (î)  correspondant  à   une  mémo  valeur  do  j>'.  y,  est  une  (nnoliuii  do  /j,  cl.  | 

suite, 

•/,  -f-  ■/,  =^  const..         -/i  y.       oon>l. 

sont  deux  formes  do  linléi^rale  de  l'équation  (i  i;  autremonl  ilii 

-  =  const..  -   —  const. 

définissent  toutes  dou\    l'intégrale  générale  de  »  i  i.   On  voit  alor-  nnni.-di^.loiiioiil 
ipi'il  existe  entre  y.,  'j.  7  une  relation  de  la  forme 

n  X  -i-  h 'j  -T-  ry  =  ", 

".  h.  c  étant  des  constantes  niimé-riques. 

I);ins  ce  dernier  cas,  les  racines  T  =  ^••(./■J  du  discriminaiil 

s.int  des  solutions  ordinaires  de  (1),  c'csl-à-dire  (pi'cllo-  ilotmont  à  la  fonc  lion 
C('v,  x),  définie  par  (2).  des  valeurs  constantes. 


M\   racines 
.  par 


|0  A.    CAIIEN. 

Eli  elVet,  s'il  en  était  autrement,  la  courbe  )•  =  i:'{-f  )  seniii  soil  une  •■mr/o/jpc, 
soil  un  /l'eu  de  points  de  rebroussement ,  soit  un  lieu  de  points  doubles  tles 
intégrales  particulières.  Or  pour  une  écpuitiun  dillVrenlii'llc  du  premier  ileiirë 
en  y\  il  ne  peut  exister  de  tels  lieux. 

III.  —  Position  de  i.a  (jiestion. 

5.  Arrivons  maintenant  au  |ii<iljlriiu'  que  nous  ikius  ^t)i)iiiu->  pioposi'  au  coiu- 
mencement  de  ce  Cliapilrc. 

On  se  donne  le  degré  q  de  l'équation  dilTéreiUielle  (i)  et  l'on  suppose  que 
celte  équation  est  vérilablenieut  du  second  degré  en  y' .  Clioisissons  un  système 
(picl(f)ni[u('  dentiers  positifs  i.j.  /.   satisfaisant  à  la  iclalion 

;i\ec  lc>  ciindilKins 

/  -4-  /■  t  :>. ,         3  /■  +  A-  £  2  // ,         /'  ï  V  —  a  n . 

.le  di-.  (lue,  dans  ces  conditions,  il  v  ii  une  inliniti'  ({"('(pialions  i  i  i  conc^iion- 
dante.-. 

Kn  fllil,  prenons  arhitrairement  ([nalrc  polviiomcs  ^j.   II.  ().  1!  de  ilf^i('s  n,  m. 

j.   /,  en  r,  a\('('  la  coiidilion 

,2  «  :=  2  m  -\-  3  /  -H  /. . 

\.A  ,liir,-ivnee 

5--IIMVI; 

rsi    nii    poUnoiin-    de    dcgri'    in    <:\\  y ,    que    ji'   piii>   loujoiir--    déconipoMT    en    nn 
proilnil    de   <ltu\    polviiomcs  de   degré    n,  (pic    j'appelle    a  et   ■'.   Les  co(lli(  it-nl-. 
ih;  ee>   dcinieis    poljnomes   sont   ainsi   dclcruiinés   eu    fonetioii  ii(gélin</iie  de- 
///  -!-  /  —  /.  —  //  +  2  coefficients  arbitraires  a(x),  ;j-(.''  i,  .  •  •  de  ,'i.  H.  <,?.  '>• 
l'oiir  (pu-  l'i-ipuiiion  (i)  dont  (a)  définit  l'intégrale  générale  soit  de  degré  i/.  il 

\.iu\  .  I  il  suflil  (piil  existe  a  solutions  reniarr/uab/es  y,(a:).  T-.i  .r) .'V(-^)  •'•'' 

riMdll|dici|('S  a,  .  a.,,    .  .  . ,  a,,.  Içllc^  (lue  I  on  ail 


7  =  2«  -I-  /.  —  ^  (<'r  -     l)- 


i-'Aprimons  f|uc  y  =  gr{x)  est  une  iiit('gtale  reiiUMvpialde  d  ordre  d,.  aiili  ciiiinl 
ilil  ipic  )•  =  g,{-r)  est  une  racine  de  lJ|  r  o  d'ordre  tt,  —  l  cl  ipu-,  de  plu'-,  '',  di';- 
si"iiaiil  une  constaule  iinmi-rKine.  on  a 
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nous  oblenons  Ur  égalités,  qui,  après  réiiminalion  de  jv.  donnciU  lieu  ;i  a,  -  i 
londilions  algébriques  dépendanl  de  la  conslanlc  C, . 

SI  mainlcnanl  je  désigne  par  rt,  —  i ,  f/.  — ,  a,,.—  »  ""  syslènie  d'enlier.^ 

positifs   (moindres   que    //).   dont   la  soniuio   (/,  — i -1- <7j  —  i -■-...  + <^'|j.— «    est 
éyaie  à  m  +  Z.'  —  y.  et   si  j'exprime  qu"il  existe  ;j.  solutions  rcnianpialdcs 

r,z=,g,{x),         y,  =  g,{jc),  y^^g^{x) 

de  niuiliplicilcs  <ii,  a...  ....  c/^,  j"ol)liens 

«,  —  I  4-  fl,  —  I  -i-  .  .  .  -t-  flj,.  —  I  ~  ■'-  "  H-  /•'  —  </ 

c.uidilions  algchiiiiui's  dépendanl  de  r<nisl<ii)lcs  C,-,  en  nomljre  égal  an  noinlire  u 
des  soiulions  retnar(|nal)les. 
Il  reste  donc 

,        /  +  /•■ 


m  H- y 


/i  H-  2  —  ( m  -!-  /.  —  <l)'- 


l'onelions  arhilraires. 

Pour  /,  y,  /.  clioisis,  comme  nous  Tavons  fait  plus  liaul.  le  nombre  des  eou- 
slanles  C^  est  maximum  si  tous  les  Or  sont  égaux  à  <  ;  on  a  alors  mi  —  /■  ~  7  con- 
stantes Cr,  c'est-à-dire  m  +  q  —  '\  -  2/— y.  Siy  =  o,  le  nombre  des  constantes 
est  égal  à  2/i  +  7  —  4  —  ■'./;  on  peut  dire  <pie  c'est  la  solution  la  i>ltts  géncralr. 

Nous  vovons  done  (pie.  à  chaque  choix  des  eiilieis  />ositi/s  i,  j.  /.  <(ssiijetlts 
à  la  condition  ■>.  i  -hj  ■+-  /.■  =  '^q  —  \  (avec  les  restrictions  indi(pu-es)  corn'spond 
un  nombre  fim  de  srslèmes  de  conditions  M.cKiiiiiyi  i.s  entre  les  eoej/icients  de 
l'équalion  (•>.). 

Cbacun  de  ces  svst.incs  délinil  une  éipialion  ( -^  )  f/('/>e/*</f//(/  de  i -'r  \  Jonc- 
tions arbitraires  et  d'un  certain  nombre  de  constantes  arbitraires,  égal  au 
nombre  des  solutions  remarquables.  Ce  nombre  atteint  son  maximum  ■>.  n  +/.— 7 
(inand  loules  les  soiulions  remarcpiablcs  sont  irordre  deux. 


\\.    -   IU;soixriON  des  oiiJRcrinxs  oik,  i,  on   ri:iT  KAiriK  a  i.»  tii(;oiiii;  rnf:i:Éi)K.Mr. 
().    Plusieurs  objections  peuvent  être  lailes  à  la  discLission  précédente  : 

I"   Les  conditions  imposées  sont-elles  coMv.wiiii.is  et  oi;ti;i!mim';es. 
9.'   Quand  elles  sont  remplies,   n'entrainenl-elles  pas  un  aiimsskmi.m   plus 
considérable  du  ni;i;iii':  q  de  l'équation  (1)'.' 

.i"  Otiand  elles  .sont  remplies,  /'syt- ation  (v.)  est-elle  iitnéoLcriisii  ? 
■i'  La  relation  (  i)  correspondante  ne  se  réduit-elle  pas  an  i-iiEMniit    ni:f:iiK? 
5"  Enfin    le  nombre  de  DllA^<:nKs  de  l'intégrale,  permutables  autour  des 
C.  ^ 
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points  crilif/ues  mobiles,   est-il  isien    f.g\l  //  n   et  ne  peut-il  pas  être   I^FÉ- 

lilKll!    à   11^ 

.Nous  allons  iiionlrcr  (]ue  loiites  ces  oLjcclions  soiil  en  déraiil  clans  le  cas.  ([ue 
Ton  peuL  considérer  comme  le  plus  général .  ai\  loiiles  les  solutions  remar(]uahl('s 
sonl  (Torclre  deux. 

Nous  trailons  en  niènie  temps  les  trois  premières  objections  portant  sur  1"//;- 
coinpalibilité,  rabaissement  de  q  et  \ irréductibilité  rie  réqnalion  (■>,), 

y.O—  2;5C  +  •/  =  o. 

7.  OniKCTioNS  1,  11  i;ï  m.  —  Les  conditicms  qui  puilent  sur  les  m+j-k-k-]-n^i 
Innclions  arbitraires  \{x)^  \^{-^)-,  ■■■  peuvent  s'écrire,  si  tous  les  a,  sont  égaux 
à  deux. 


\  „  _  i3(,ro,  X)  +  y/pM.ra,  x)  —  cf.{y.,  x)  y(y.,x)  ^ 

(S)      \     '  ^  «(/2.^r) 

I    ,  __  Piy.n^k-^^  x)-^  V  ;5-(,r2„+/,^y,  X)  —  cf.(yi„+k- ,,,  x)  y(y, „+/.-,„  x)  _ 

les  fonctions  y,  =  g,{x),  y.  =  g^i^^),  •■-,  r-i„+ii^.,~  g-i„+'.^q{x)  désignant 
un  -f- /.■  —  '/   racines   de  D,  =  o. 

Les  seconds  membres  de  (S)  sont,  donc  des  fonctions  algébriques  connues  des 
coeflicienls  ).(x-),  ]).{x),  ...  de  p,  IL  O,  IL 

Tout  d'abord  les  constantes  C,-  ('tant  cnlicrcmenl  nrhi/raircs,  pour  jc  ==  x„ 
les  fondions  X(a-o),  ^-i^o)^  •••  coeflicicnts  de  [i,  IL  <L  1!  snnl  arhilraircs.  et. 
|)ar  suite,  il  en  est  de  même  des  polvnomes 

3{r,.r„),    nc.r.^o),    Q(j,-^-„),     H (. )•,■'•„)• 

On  peut  donc  toujours  sujjposer  (|ue  pour  .r  =  x»  la  relation 

X  C-  —  2  p  r,  -+-  y  =  o, 

<sl  irréductible  cl  que,  de  plus  (pour  x  =  .r,,),  les  pi)l\  rioniis  II,  (^),  l\  ont  leuis 
racines  en  j'  simples  cl  distinctes:  par  suite,  pour  .c;  -./„,  D,  a  toutes  ses  racines 
simples. 

Ceci  posé,  si  les  éipialions  (S)  ne  sont  |)as  compatibles  et  déterminées  pour 
des  valeurs  des  C,  arbitrairement  cboisics,  c'est  fpruii  des  seconds  miniluo 
de  (S),  par  exemple  le  dernier,  csl  identiquement  fonction  des  autres;  auiii  nirni 
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(lit,  (|iR'  les  >.n  -t- /.  —  I  premières  racines  de  D,  no  peuvent  donner  à  la  lundion 


des  valeurs  constantes,  sans  (pi'il  en  soit  de  nicnic  pour  la  racine  sui\antc  de  !),, 
et,  par  suite,  pour  toutes  les  autres  par  raison  de  symétrie. 

S.  Nous  allons  voir  que  celte  con(  lu>iou  c>l  impossible;  nous  allons  démontrer 
en  même  temps  ipi'//  <',s7  iiiipossihlc  ijni'  les  /■.■/<itio/IS  (S),  dixli/iclcs  n(i  ii(,ii. 
enlralncnl  comme  conséquence  que  d'autres  racines  de  D,  -~  o,  distinctes  de 
celles  qui  figurent  dans  (S),  rendent  nécessairement  constantes  tes  râleurs 
correspondan les  <le  (>(  )-,  x). 

Admettons,  en  cllel,  que  p  écpialions  (S)  (p  <:'./;  -|- /,— y)  entraîneul  (-ounne 
conséquence  qu'une  racine  sui\anLe  de  D,  et,  par  suile.  toutes  le>  aulre-^  soi. ni 
solutions  ordinaires  de  l'équalion  {\).  Dans  cc>  eondilions,  le  dej;ié  ii  rèilin- 
tible  y,  de  (i)  est  nécessairement  éial  à  \.  (Icci  n'est  possiMe  (pie  si  le  ra- 
dical  \j()\\  que  renferme  y'  porle  sur  un  polynôme  du   )/ualrii-ni<-  demé.  c'cst- 

•     I •         •     •        /  --  /       1  /+''''  -1       •     . 

a-dire  si  y  -^  /.  ^;  j  ;  donc  ~ est  e_nal  soii  a  .',,  soit  a  i . 

Observons  tout  d'abord  que,  si  l'entier  q  ilonné  est  éyal  à  4,  ou  bien 
î  =  a«  -4-  /,•  —  4,  el  alors,  toutes  les  racines  de  JJ,  sont  épuisées  dans  ce  s\stènie 
des  p  relations  (S),  ou  bien  p<  «« -f- /.  —  /i,  et  alors,  si  /-l-/.=4,  le  système  (S) 
laisse  au  moins  cinq  des  fonctions  À,  a,  ...  arbitraires:  et  si  /'  + 1,  —  ',,  il  laisse 
au  moins  six  fonctions  arbitraires. 

|-In(in,  si  «y  >  \,  les  p  (■qiialions  (  S  )  laisscnl  au  luniiis  cinq  l'oiu  tioiis  arbitraires 
-i  I  -\-  l,  -—z  \  et  six  foiiclions  arbitraires  si  /  h-  /,  =  >.. 

Deux  bvpollièsrs  miiiI   alors  possiidcs  : 

['itF.Miiiii;  m  roTiii;si;.  -  L'équaliini  en  y'  eorrespanda/it  à  {■>.')  est  bien  di/ 
second  déféré  en  y' . 

Dans  cette  liypotlièse,  si  / -|- /r  ;=  4,  exprimons  (piiine  des  racines 

J=,^',(.r)  de  Olt^o 

rend  constante  la  jonction  C(r,  x),  aiilniiicnl  dit,  e>l  une  snlutinn  ordinaire 
'le  (i),  .)■  —  gs{x)  doit  (iij;urer.  comme  l'on  sait,  en  avant  <iu  radical  dans  l'i^pia- 
lion  (i)  résolue  en  y' 

y'  =  M  +  v/QH  =  M  -+-[.)•-  ^'.. ( X ) ] sl\S{y,x) . 

Le  radical  étant  du  (pialriéme  dc;;ri',  ceci  est  impossible,  à  moins  que  l'i'ipia- 
lion  (i)  ne  se  réduise  au  pieniier  dei;ri''. 

Mais  comme  celle  équation  du  premier  dc;,'ré  est  néccssuirenient  une  éf/uatio/i 
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de  Riccati  et  que,  d'aulrc  part,  il  reste  au  moins  quatre  fondions  arbitraires,  il 
V  a  contradiction. 

Si,  maintenant,  /  +  /,  =  2,  il  reste  au  moins  six  fonctions  arbitraires;  si  nous 
disposons  de  deux  de  ces  fonctions  de  façon  que  deux  racines  de  QR  ^=  o  soient 
solulions  ordinaires  de  (i),  c'est-à-dire  donnent  à  C(j',  x)  une  valeur  constante, 
il  reste  quatre  fonctions  arbitraires.  D'autre  part,  l'équation  (i)  en  y'  ne  peut 
rester  du  second  degré,  car  dans  l'équation  résolue  enj',  on  aurait  le  facteur  du 
second  degré 

(r-Ss){y-h,), 

m  avant  du  radical,  ce  qui  est  impossible  puisque  q^  \.  Donc,  l'équation  se 
réduirait  au  premier  degré,  et  serait,  par  suite,  une  équation  de  Riccati,  ce 
qui  est  absurde,  puisqu'elle  dépendrait,  dans  le  cas  actuel,  de  quatre  fonctions 
arbitraires. 

Secoixde  hypothèse.  —  Le  premier  membre  de  l'équation  du  second  degré 
en  y'  est  carré  parfait. 

C'est,  par  suite,  une  équation  de  Riccati,  puisque  71=  1;  or  nous  aurions  an 
moins  cinq  fonctions  arbitraires,  ce  qui  est  absurde. 

9.   Passons,  maintenant,  aux  deux  dernières  objections  : 

Objection  W  .  —  L'équation  différentielle  (1)  qui  correspond  à  l'ét/ua- 
lion  {■>.)  la  plus  générale,  est-elle  bien  du  second  degré?  autrement  dit,  les 
conditions  (S)  portant  sur  les  fonctions  A(-r),  'J-{^)-  ■  ■  ■  n'cnlraînent-ellcs  pas 
comme  conséquence  que  l'équation  (i)  en  y'  est  carré  jiarfaii? 

S'il  en  est  ainsi,  toutes  les  solutions  j' = /j(j,-)  de  nQR=o  sont  des  inté- 
grales ordinaires,  c'est-à-dire  donnent  à  C(j',  x)  une  valeur  constante. 

Si  nous  posons 

la  iclation 

(E)  C'—f[li{x),x]  =  o{x), 

est  une  conséquence  des  relations  (S),  que  nous  récrivons  sous  la  forme 


I: 

Ceci  exige  que  le  second  membre  de  (E)  '•^{z)  soit  une  fonction  d<^s  seconds 
membres  de  (S)/,  (x),  /-(x),  . .  . ,  f-'n-q+kix). 
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Inversement,  le  dernier  second  memlirc  de  (S),  soilf-.„_g+ii{x).  esl  une  fonction 
lies  seconds  membres  précédents  cl  du  second  membre  de  (E).  On  peut  donc 
remplacer  le  système  (S)  par  un  système  (S')  comprenant  l'équation  (E),  où  C  est 
une  constante  arbitraire,  et  les  zn  —  q  +  l\  —  i  premières  équations  (S) 

C,  =/.(x), 

^  C,  =/,(x), 

(S')  \ 

C>„_^^/;._,=r/.„_y+t_,(jr) 

C  =!!)(x); 

la  dernière  équation  (S)  est  alors  une  conséquence  du  système  (S'). 

Le  système  (S')  entraîne  donc  comme  conséquence,  à  cause  du  rôle  symétrique 
des  racines  restantes  y^g{x)  de  D,  ^^  o,  que  toutes  les  racines  r  =  .i'(-^)  ^'^ 
D,  ^  o  non  employées  dans  (S')  rendent  constant  C(j-.  x). 

Donc  Téquation  dilTérentielle  (i)  réduite  à  son  degré  minimum  serait  de  degré 
rjuatre,  et  comme  son  premier  membre  esl  un  carré  parfait,  ce  serait  une  équation 
de  Riccati,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  ce  fait  que  le  système  (S)  laisse  arbi- 
traires au  moins  quatre  des  fonctions  À(x),  'J-(x),  .... 

dO.  Oiiji:cTio.\  V.  —  Je  dis  tout  d'abord  que  dans  le  cas  le  j>lus  génrnil,  le 
GE.MiE  nj  de  la  relation  entre  les  constantes  intrgrales  est  égala  zi';r.o. 

En  effet,  tout  d'abord  si  j  -\-k>  !\.  pourx  =  .r»  le  radical  \(^  esl  le  radical 
le  plus  général  de  son  degré,  et,  par  suite,  la  coui-be 

5'=Q(j,ar<,)I{(v,a-„) 

n'est  pas  la  transformée  rationnelle  d'une  courbe  de  genre  un,  ce  (|ui  a  lieu  né- 
cessairement si  ra  =  I . 

Si,  maintenant,  j  —  /.'  =  \,  le  genre  de  la  courbe 

est  égal  à  un.  Or,  nous  savons  que  si  /*  =  ro  =  i ,  l'équation  (i)  a  ses  points  cri- 
tiques fixes  {'  ).  Alorsy  =  o,  />^\  et  le  degré  irréductible  de  l'i-rpiation  (i)  esl 
égal  à  quatre. 

Inversement  si  l'on  a  à  la  fois 


(  ')  P.  Painlevé,  Anna/es  de  l'École  Normale,  p.  ?.ii  ;  1891. 
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l'équation  a  ses  points  critiques  fixes,  tu  est  égal  à  un.  et,  par  conséquent,  le 
nombre  v  des  branches  de  j'(x)  est  égal  à  un,  quel  que  soit  n. 

Enfin,  si  y  -i-  /,=  2,  on  a  p  ==  o  et,  par  suite,  ra  ^  o. 

On  voit  donc  que,  si  on  laisse  de  côté  le  cas  de  ^==4,7=^0,  /■=  4;  le  genre  rn 
correspondant  à  l' équation  la  plus  générale  est  égal  éi  zéro. 

1  I .  Je  dis,  maintenant,  ([ue  la  fonction  Yi.c)  définie  par  {  ■.>.')  prend  bien,  en 
général,  n  valeurs. 

Imi  efTet,  si  elle  en  ])rcnail  scidemeul  un  nombre  v<;/),  on  pourrait  nieltre 
rititégrale  i;énérale  sous  la  forme 

{?.')  a,C'-— 2|3i(:'  +  y,=:o, 

où  a,,  jîi,,  y,  sont  des  j)ulynomcs  eu  )•  de  degré  v,  ce  qui  est  toujours  possible 
puisque  ra  =  o. 

Ou  sait  que  C  est  nécessaircmeiil  une  louclion  raliounclle  de  C,  C  = 'I''(C'). 
Soit  d'abord  v  >  1 ,  et  C^.  une  racine  uiulllple  de  régalité 

o  =  c  — 'r(C'), 

et  C,.  la  valeur  correspondante  de  C,  qui  existent  toujours,  puisque  W  n'est  pas 
du  premier  degré.  Comme  les  ordres  de  uuilliplicité  des  solulions  reniarc(uables 
sont  égaux  à  deu.r,  la  niuitip!icil(>  de  il],  csl  seulement  égale  à  deux  et  les  v  solu- 
lions )'  =  gri-'')  coirespondanl  à  la  valeur  C).  dans  {■>.')  sont  distinctes. 

IJans  ces  conditions,  les  valeurs  de  C,-  correspondant  aux  v  solutions  remar- 
quables jK  =  ,A''(-*')  ''''  ('•'')  seraient  ('gales,  ce  cpii  es!  alisurde,  puiscpTon  les  a 
jn'ises  arbitrairement. 

Le  raisonnement  n' est  en  défaut  c|ue  si  v  ^=  1  ;  tnai>  alors,  si  v  =^  i ,  /J  =  m  et, 
comme  73  =  o,  /)  est  nul  ;  /  +  /■  =  %.  il  faut  que  /  >oil  nul,  /,  =  ■>.  cl  q  ^  4- 

Inserscmenl  si  /  r=  o,  /.■  =  ;'.,  <y  =  4)  '-'  <^s'  t'g<''  ■'  ""•  'I'"'  '!'"'  '''*''  "■ 

12.    Nous  pouvons  donc  énoncer  les  résultats  suivants  ; 
Laissons  de  côti'  les  deux  cas 

^  =  ^'        ■'="'         il.^-., 
cas  où  Féquation  dili'érentielle  a  toujours  ses  //oints  critiques  fixes. 

ha  us  tous  les  auti'es  cas,  tes  co/idi/io/zs  iuipasées  au.r  ciii'Jficient  s  de  (•>.  ) 
pour  des  valeurs  de  n,  q  doni«iî;i;s  et  les  choix  de  i.  /,  /  [avec  les  reslriettons 
indiquées)  sont  co.mi'Aïibles  et  déteumijxées  et  définissent  une  équ^ilmn  {-A 
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(lépendanl  de  i+  \  fonctions  .mibituaiuks  cl  dc.KU  +k  —  cj=i\n-^(i  —  4 —  <' — J 

<:(»STA>TKS    MinlTKAll'.KS. 

L'éfjiiation  {>.  )  la  plus  gc  m'' raie,  satisfaisant  à  ces  conditions,  est  ihhliuc- 
iiiiLE  en  y  et  G  et  intègre  une  êcjaation  différentielle  (i)  vraiment  du  svx.usu 
iiKGuÉ  EN  y  et  de  DEGUÉ  irréductiblc  en  y,  tr.w.  à  q. 

De  plus,  la  fonction  y{x)  définie  par  (a)  prend  kxacte.mekt  n  valeiu.'; 
autour  des  points  critiques  mobiles  et,  par  suite,  le  gemie  ra  de  la  relation 
entre  les  constantes  intégrales  est  égal  à  /.kho. 

13.  Les  proposilions  (juc  nous  venons  de  tlcmonlrcr  ne  sont  vraies,  l)icii 
entendu,  que  si  l'on  a  choisi  d'une  façon  loul  à  fait  arl)ilrairc  les  fonctions  et  Ie> 
constantes  arbitraires  dont  dépend  l'c'qnation  (a).  Pour  des  choix  parlicuh'ers  de 
fonctions  ou  de  conslanlos,  le  nombre  des  brandies  de  l'inlégrale  peul  èlrc  un 
diviseur  de  n  et  le  genre  m  peut  être  égal  à  un. 

Les  deux  types  exceptionnels  corrcspondani  aux  deux  cas  (/ =  4;  y^^"^'? 
/.■=:4,  ?.,  qui  expriment  au  fond  que  l'équation  (i)  a  ses  points  critiques  fixes, 
se  ramènent  par  la  transformation  homogra|)hique  cffecluée  sur  y  et  le  change- 
ment de  X  en  al  \)  aux  deux  l'ipialions 

r'^  =  (i  —  r-)(i  — fx-7=), 
/  —[y-liix)]\'y, 

où  'J.-  est  une  constante  ;  et  alors,  quel  que  soit  «,  on  ne  liouve  fpie  ces  deux  I  vpes 
d'équations  et  leurs  transformées  homographiques. 


\.  —  N'ombre  de  co.nstaxtes  et  ue  foxctio.xs  AKBiTiiAinEs 

DONT    DÉPEND    l-'tQlATIOX    DIFFÉREXTIEI.Li:. 

1  i.  L'(''qualion  {•>.'),  nous  venons  de  le  voii',  dé()end  >\v  i  -^  \  Jonctions  arbi- 
traires et  de  2«  4-  /. — q  constantes  arbitraires  distinctes  ;  mais  en  sera-t-il  de 
même  pour  l'équation  (i)?  Quel  sera  le  nombre  de  fonctions  et  de  constantes 
arbitraires  dont  dépendra  celte  équation? 

Je  dis  fpic  l'équation  difTérenticlle  (i)  dépendra  de  i  4-  \  fondions  arbitraires 
et  de  l  constantes  arbitraires,  /désignant  le  nombre  in-\-h  —  q  —  '■'>  si  ce  tler- 
nier  nombre  est  positif  et  étant  égal  à  zéro  dans  tous  les  autres  cas.  Il  sudil,  pour 
le  démontrer,  de  nous  appuyer  sur  la  proposition  suivante  : 

Quand  r intégrale  d'une  étiuation  (\)  prend  exactement  //  valeurs  autour 
des  points  critiques  mobiles,  et  que  le  genre  ro  de  la  relation  entre  les  con- 
stantes intégrales  est  ml,  on  peul  mettre  l'inlégrale  sous  la  forme  (a)  et 
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toutes  les  formes  (2)  s'obtiennent  en  effectuant  sur  C   une  tratisformation 
homographique  à  coefficients  constants. 

On  pourra  donc  se  servir  de  celle  lran?formalion  de  façon  à  donner  à  trois  des 
valeurs  remarquables  Cr  de  la  constante  des  valeurs  particulières,  soit  o.  i.  r.. 
el  il  restera  seulement  in  -f-  /.  —  (j  —  i  constantes  arbitraires. 

Si  le  nombre  des  valeurs  remarquables  de  la  constante  est  seulement  égal  à 
deux,  on  donnera  à  ces  constantes  les  valeurs  o  el  tc  par  exemple;  si  ce  nombre 
est  égal  à  un,  on  donnera  à  la  constante  correspondante  la  valeur  x;  enfin,  s'il 
n'y  a  pas  de  constante  remarquable,  on  ne  fera  rien. 

D'autre  part,  les  i  -\-  \  fonctions  arbitraires  et  les  /  constantes  arbitraires  figu- 
reront bien  dans  (i)  cV  une  façon  indépendante . 

En  efiet,  considérons  une  équation  (2)  où  Ion  ferait  \arier  dune  certaine 
manière  les  i -\-  \  fondions  arbitraires  el  les  l  constantes  arbitraires;  s'il  lui 
correspondait  toujours  la  même  équation  (1),  on  devrait,  d'après  la  remarque 
précédente,  passer  d'une  de  ces  formes  (2)  à  une  autre  par  une  transformation 
liomographique  continue,  puisque  la  forme  (2)  varie  d'une  façon  continue;  ce 
qui  est  impossible,  celte  transformation  devant  conserver  les  valeurs  o,  1,  =c. 

I.').  Jicmanjue  1.  —  Dans  l'équation  (1)  les  racines  y  =  g{x)  de  L  =  o  el  les 
racines  de  QR  =  o  sont  données  algébriquement  à  l'aide  des  fonctions  indéter- 
minées À(x),  Y-^x'),  sans  que  les  dérivées  figurent  ;  par  coiisécpienl,  on  pourra, 
par  exemple,  prendre  comme  /-I-4  fonctions  arbitraires,  i -\-  f\  des  coefficients 
de  L,  Q,  R,  el  les  aulres  coefficients  de  (i)  s'exprimeront  algébriquement  en 
l'onction  de  ceux-là  el  de  leurs  dérivées. 

Iti'itinrquf!  11.  —  Ou  |)Ourra  S(;  servir  de  la  liansforinaliim  lii)mogiaplih|Mc 
|jour  abaisser,  par  exemple,  au  degré  q  —  3  le  coeflicienl  N  de  (\). 


CHAIMTUI':  IV. 

I-OP.MATION   Di:.S  KOL.\TI0NS   DU  SliCO.ND  DKGKIi;    F.\    > ',   HÔNT    I.INTi;*'.!!  M.!; 
A   DEUX  BRA.\CIIKS. 


\  oiei  tout  d'abord  le  lalileau  des  diverses  circonstances  (|in  peinent  se  pré- 
senter dans  celle  élude  (A  désigne  ici  le  nombre  de  solutions  remarqualjles.  /.  Ir 
nombre  d'intégrales  singulières  et  j  le  degré  en  y  de  la  courbe,  lieu  Ans  /xiinis 


ForOlATION   r.Xl'LlCITE  DES  F.OI  AÏIO.NS   1)1  Kl  I.I\i:.MIELLES   DE   l'IlEMIER   OliDUE,  ETC.         iç) 
'/('  rpbioussemi'iu.  </  Xecle-sicAc  r<'-(|uali()ri  dinerenlielle. 


y  =  o 


y  =  ' 


/.  = 


A  =  4 


(   À  =  o, 

r/  =  (i. 

/  /,=.,, 

7  =  ^"i; 

,    /.  =  o, 

7  =  8, 

b.=  ., 

'l  —  l- 

)>.  =  ., 

'1  ~  6, 

'),  =  3, 

-7  =  5; 

,   >^  =  o. 

'/  =  5, 

)  /=>, 

7  =  1  • 

'•     ~     Il    y    a    Ol.fTRK    INTÈGltAI.KS    SIN(;ri.lÈIIES. 

'  ■  y  =  ")  ^"  =  i.  L  équation  hi  plus  gcuéralu  corrosponflanlc  est  de  dc.i;ré  huit. 
C'est  en  même  temps  l'équalion  la  plus  générale  dont  l'inlé-iale  acquiert  dnix 
valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 

IV>ur  la  Cormcr,   il  sulïit  de  partir  de  la  relation 

Si  Ton  suppose  que  j)'  =  G,  y—y^y  —  .j-^  ^ont  intégrales  ordinaires  correspon- 
dant à  C  =  o,  C  =  I,  (:=  x;,  on  aura  entre  les  a,,  [i,,  y,  les  relations 


a.  =  7, 


7o=  ",        ati  -H  '  -  a (:3.,+  ;3,  -i-  ,3J  -4-  72  +  ■/,  =  o. 
L'équation  difTérenticlie  demandée  s'écrira 

!(  =t| 72 -H  2y,j  -H  7,  ;j'  H- jL( 3!.  72  -  7i  «•  )/'  -+-  (^. ix  ~  7.  =<;  -H  7,  ).)-  +  7;  ]{' 
-  4[(a,i32j'+  2(3,j  -H  (3,  -  «,i3o)y-r-  (a,p;  -  .S, a',  )j3 

+  (  a,  p;  -  5,  =«;  +  r^\_  )y'-  -t-  (  a,  ;3;  _  ;3„  a',  -h  (3;  )  j  h-  (3;  ] 

+  (.3, -/,  -  y, ;3;  +  ,3oy;  -  y2(3; )j-'+  (^„/,  _  y, (s; )  V j  =  o 

ou  encore  »   i-u/.   ) 

'  L  }•'=— aMj'-t- j(v  — i)N  =  o, 

où  L,  M,  N  sont  des  polynômes  de  degrés  .\,  fy  et  ,t,  dont  je  me  dispense  décrire 
les  développements. 
C. 
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2.  Si  Ton  avait  voulu  meltre  en  évidence  les  quatre  intégrales  singulières,  on 
aurait  pu  se  servir  de  la  transformation  homographi(|uc  et  du  ciiangemenl 
X  =  '■i(X)  de  façon  que  ces  intégrales  fussent  )'  =  o,  y  =:  ] ,  y  z^  x^  y  =  .r,  en 
posant 

{p2y--h  (3,  r  +  ;3o)--  (ao/^-H  a, j  -+-  «„)  {y,y-  +  y,  r  -t-  y„) 

=  /(  J  -  ' )  (  r  -  .i' )  ( 2  P,  ;3,  -  a,  y,  -  •/,  a, ) 

avec  les  conditions 

,3;— 3(,y2=o,  ^l—  y.„y„=Q, 

2;3,p,—  a.ya— 7i3!2+;3;H-2,3(,p2  -  x,y„— y.,—  3!,y,-i-  2;3„|3i-  st,y„— y,  =  o, 

(  2 13,  ^,  —  3(|  y,  —  y ,  a,  )  J?-  +  .  .  .  =  o  ; 

mais  il  vaut  mieux,  pour  ce  cpii  va  suivre,  s'en  tenir  à  l'équation  (3). 

3.  Equations  de  nicoRÉ  sei't.  —  Si  nous  exprimons  maintenant  qu'il  y  a  une 
intégrale  remarquable  j^  =;  co,  par  exemple,  pour  C  =  co,  nous  obtenons  une 
équation  différentielle  de  degré  sept,  qu'on  déduit  de  (i)  en  faisant  y.o=  o;  d'où 

(2)  L,.v'-^-2M,,r'  +  /(,r-i)N,  =  o, 

L|,  M,,  N|  étant  de  degrés  3,  à  et  4  en  )■. 

A.  Equations  dk  deori';  mn.  —  l'our  ces  équations,  i\  y  a  det/.r  intégrales  re- 
Miaripiahlcs,  soient  y  =  -y:,j'^o  pour  (]  ^  x.  et  C  =  o,  par  exemple;  il  suKît 
du  poser,  dans  (2),  y,  ^  o;  d'où 

o  =  -  7ij.y" -+-  [( 2 p,/  4-  ;3, )/'  +  (3;/^  +  ,3;  j  +  (3; ] 

X  [(73|3.J+2i3„y,)j' 

+  (?.?;- 72^;  )j'+(;3,y;- y,  ?;).r^+(i3„y;-y,p;)r] 

ou  bi<'n  encore 

[(2,32/ -H  (3i)  (72(5,7+2^072) --75/]/" 

+  j(2(3,j  +  p,)[(P,y;-y,p;)/»+((3,y;-y,p;)/^^(P„y;-y,p;)j] 

-+-  {y,^,y  ^-  2i3„y,)  (|3;j^+  p',  j  +  P',  ){/ 

^-/(/-■)!ri;(P.7;-72p;)j= 

-I-  [y;(p, p;  +  p„3', )  -  2y,p', p;]j -  p;(p„y; - y,p; ){ =  o. 

o.  Equations  de  degué  cinq.  —  H  J  a  ici  trois  valeurs  remarquables  de  la 
constante,  soient  C  =  co,  C  ^^  o,  C  =  i  avec  7  =  30,  7  =:  o,  7  =  1 ,  par  exemple, 


FORMATION  F.XPI.ICITK   DES   KOIATIONS   DIITÉRENTIELLES   DE   PREMlEli   ORDRE,    ETC.        )  T 
ciimmo  solutions  remarquables  correspondantes;  d'où 
^■  =  3:-.=  /o=7i  =  o, 

I/équatiori  (lidérenlielle  de  degré  ciiuj,  que  l'on  oblienl,  s'écrit 
-  [2;3,(,3,y;  -  y,%.)y'+  %{Z^^r/,  ~  3,3;y,+  2y,5;  -  2;3,/,),= 

—  ?o(27-.;3;  -+-  ;3,  y; -H  3,3;  y,)/  -  2;3o3;y,]j- 
-j^j-o|{5;(P.y;-y.;3;)j^ 

+  [(3;(3r/;  -  ■/.?>',)  +  .3,-/;  -  -/.i^; + ?>\{?>,y,  -  ■/,?',  ny 

+  P'o(y.,3'o-y;i3o)|  =  o, 

où  Ton  doit  remplacer  '■j„  par  jj^  -t ~  et  [j,  par  Vj  —  2  |jj. 

6.  Kqiations  \  POINTS  cRiTiQiEs  n\Ks.  —  Il  csl  i ui possililc  d'avoiruM  abaisse- 
ment plus  considérable,  sans  que  l'écpiation  correspondante  ail  ses  points  cri- 
tiques fixes. 

Pour  V(''ri(ier  cette  remarque  sur  rexemplc  que  nous  venons  de  former,  expri- 
mons que,  pour  la  valeur  Ci  de  la  conslanle,  >-,  =  ^  ^  i  -J ^-J^  est  une  iiité- 

grale  remarquable.  L'expression 

(?-  (:[23,jM-  2(y,-  2,3,)j  +  I  +  ,;3,-  y,]  4-y, .  » 

devient  un  carre  parfait  quand  on  y  remplace  C  par  C,  (.-X y  par  j',. 

Posons 

y.  =  A-.  :.5,-n-. 

l'intéi^rale  générale  s'écrit  alor^ 

C=  —  C [  .\=  v'  -  H' (,v  —  I  )'  -+-  I  ]  -f-  \'y'-  -  o. 
Ecrivons  que,  pour  i\  =^  C,,  ré(juati(jn  admet  la  solution  remarquable 

i-^H= 


A'  -  W 


Comme  pour  C  =  C, ,  le  premier  membre  de  (3  j  étant  carré  parfait,  j  ,  a  égal 
ment  pour  expression 

-B'C, 


et,  jiar  suite,  on  oblleiil  successivement 

I  -  B-'   _  — B^C, 

A^-B-~  C,(A--Bn-.V^' 

C,  -  A^ 
L'équation  (3)  peut  donc  s'écrire 

[(i-C,)(C,-A-^)-hC(C,-i)]A^j^ 
-  2C(C,  -  i)A-j  -f-  C[(C,  -  \'){C  -  I)  +  A^(C,  -  r)l  =  o 
ou 

_  AÇC-  .)C  +  v'(A^-i)(A^-C,)v/C(C-i)(C-C,) 
"*  "  C(A=-i)  +  C,-A-^ 

C'est  une  équation  à  points  critiques  fixes,  dont  ir/  relation  entre  les  confiantes 
intégrales,  iiriniilivcmcnl  du  genre  zéro,  s'('ci'it  inainlenanl 

lille  est  donc  devenue  c/e  genre  tK  ('),  par  suite  de  lexistenee  de  quatre  solu- 
tions remarquables. 

L'équation  difTerenlielie  s'écrit,  d'ailleurs, 

avec 

V  -  i=  „r.  _AMi-A-^)  _A^((:.-i)  ,         C,C^-A-) 


M.   —   Il  V  A  DKiix  IN  1  (:c.nAi-i:s  si.\(;iii.i(;iiEs. 

7.  Equations  de  deoiu';  six.  —  Dans  c(;s  conditions,  le  dej^ré  ina.ciniinn  de 
l'équation  didérentielle  est  égal  à  six.  C'est  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  solution  le- 
marquable.  Disposons  des  coefficients  de  la  Iransfornialion  lionioj;rapliique,  de 
façon  que  les  deux  intégrales  singulières  soient  v'  —  o,  j/ =  ^,  «l  que,  dans 
[ii- —  ay  ÏÏ5  n-lî,  n  se  réduise  à  l'unité. 

Ij'intégrale  générale 

(«jj'H- «,7  +  s(o)C=  -  2(i3,j2-i- ;3,j  4- 3„)C  H- y2j=+ y,/ +  •/„=  o 


(')  Sur  \a  passage  Au  genre  zéro  au  i^enre  vs.  voir  les  n"  1^  el   l.'i  ilu  Clinpitrc  \'l. 
(')  C|  désigne,  comme  nous  l'avons  Hil,  une  cniisliinic  nrliilniirc . 
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peut  >"('(  rirr  acliicllement 

C_  .S.y-  +  ^,,r  +  Po  +  v/j(j-i). 

les  coeflicienls  jj^.  |il|,  |joi  '-2;  ^ij  ^0  sont  liés  par  les  relations,  (|iii  expiinietil  (|uc 

(,3,v=+^,j  +  ;3o)^-/(j-i) 
est  (livisil)io  par 

Soil  Voj^- -f- Y,_j- -I- v„  le  f|noticiit,  on  calcule  facilenient  les  coertieients  ■'.,,  v, ,  Vq 

les  a,,  Pj  étant  lii'-s  par  les  deux  relations 

[  o.3„(3,+  i- -"("2.3,^.,-^^^ 
I  3:.,  \  '  3C2    / 

'  ^c,       ^    ^         ^,  a|3c„3-,  a?    /    „    „         «i3!\ 

aj  '^'  a;  x-,   \   '^  "^  «,    / 

L'équation  (lid'ércnliclle  sécril  alors 
[(  2  j  -  I  )=  -  4  J( y  -  I)  (  (3j  -  a, y,  )]/'- 

-  4(r-  i)yi[4?îp',  +  2^,(3;-  2(a,y; -H  a,-/,)  -(=!',  72 +  "/,«;)]  V» 

H-  ( 4  (3j P'o  -t-  2  (3,  .3',  —  2  3!j  v;  —  «,-/,  -  2  :<„ y;  —  y,  a',  )„»■ 

-t-a^,^;,  — y.at'o— a.y'ol/ 

-  47(7  -  1  )  [(p',y^  -^  P',y  +  ?>'o)--(^\y^+='\y  -^  <  )(-hy-'^-/\y  +  ■/«  )1  =  "• 

où  les  Yoi  Yi>  Y2  doivent  être  remplacés   par  les  valeurs  (/|),  les  a,,   |'iy  étant  liés 
par  les  relations  (5). 

8.  Eoi  VTlo>s  ni-:  deoeik  ci.\(,).  —  Il  suflit  iTexprinier  (pi'il  v  a  une  solution 
remarqualilc  pour  C  =  x  |)ar  exemple  ;  d'où  aj  = -ja-j -/o.  On  vérilieraque  le  facteur 
■A'XiV  -\-  '/,  fif^ure  dans  le  premier  membre  de  réquation  dilTi-rcntielle  (ormée  pré- 
cédemment. C'est  là  une  vérification  un  jm'u  lon},'ue,  mais  ipii  ne  présente  aucune 
difficulté.  On  sup|)rimera  ce  facteur  ■>. -/.^  )• -f- 7., ,  r-t  Ion  olitiendia  l'inpialion  de 
degré  cinq  demandée. 

i).   KoiiATioxs   V  l'oi.xTS  ciirrioiES  FIXES.    —   Si   iiipus  exprimons   que   I  aliaissc- 


;)/,  A.     CAliLA. 

menl  est  plus  considérable,  c'esl-à-dire  qu'il  y  a  deux  solutions  remarquables,  le 
degré  de  l'équation  différentielle  ainsi  obtenu  est  égal  à  quatre.  Mais,  comme 
il  y  a  deux  intégrales  singulières,  sans  lieux  de  points  de  rebroussemenl  (y  =  o), 
nous  avons  affaire  à  une  équation  à  points  critiques  fixes.  ^  érifions  qu'il  en  est 
l)ien  ainsi. 

Pour  cela,  écrivons  l'intégrale  générale  sous  la  forme 

C-  —  2 ( |32.r'+  Pi.r  H-  (3oC  +  7î/-=  o, 

y  =^  1),  )■  =  -jj  étant  les  deux  solutions  remarquables  pour  C  =;  <>  et  C  =  :c 
Soit  {y  —  i)-  le  carré  parfait  FI-  figurant  dans  le  discriminant  ^i-  —  a--.  Si 

est  divisible  par  iy^  —  i  )%  on  aura  entre  les  a,,  |5,,  y,  les  relations 

(  ;3,  +  p ,  -H  ;3o  )  (  2  ;îo  +  [3,  )  —  ■/,  =  o, 

(^,+  ;3,-t-!3o)(2(3„+p,)-y,=  o 
et.  par  suite, 

(3„=p,,       y,=  (2;5,-4-;3,)-^ 

Il  en  résulte  que  l'intégrale  générale 

(?-2[p,(,,^  +  i)  +  î3,r]C  +  (2(3,-+-p,)y=o 
(|u  on  peut  écrire 

[(2{î,-F(3,)-^-2iîn(j->)''  +  (2p,-H;3,-(:)^=o 

devient 

2Pa+i3,— C 


L'équation  a  donc  bien  ses  points  critiques  fixes. 

III.     —     II.    Y    \    I.M;    selle    INTÉliRALE    SIN<;i  LifeRK. 

10.  EqlatioiVs  de  degré  cikq.  —  Dans  ces  conditions,  le  degré  de  l'équation 
do  did'éreniielle  est  au  plus  égal  à  cinq.  Soient  )':=  i  Vinté<irnle  singulii'.rc,  y=^o 
le  lieu  des  points  de  rehroussement .  Supposons,  de  plus,  que  )'=  oo  soit  solution 
ordiitaire  pour  C  =  x;  d'où  %■<=  o, 

{y.,y  -i-  a„)C^-  2({32j^-+-  (3,7  +  Po)C  -H  '/ty^+'/xy  -H  "A^  o, 
(Pjy^+ (3,/ +  PJ' -y'(j  -  I)  =  (72/2 -H  y,j -H  ■/„)(«, 7 -+-«„): 

l'intégrale  générale  jircnd  alors  la  forme  (  ui'i  ,'ji.  ^  i) 


Ci  y  -)-  «0 
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les  coetTicients  sont  a,,  a„,  ^,,  p^,  sont  liés  par  la  relation 

Mm  :c,{x„^,—  X^i)-—  9.xl(c(^^,  —  ^^x,)  —  xl  —  o, 

(jiii  exprime  cpie 


(y'+^o'^M'-j'ij-n 


est  divisible  par  x,y  -+-  a,,. 
On  déduit  de  là 

'"      :x„  '         '■         y-u  y-0  '         '*  a,      ' 

et  l'équation  difTérentielle  correspondante  s'écrit 

v(4/  -  3)V^-  i(/  -  I)  [(2  V  +  i3,)j'+  [3;  r  +  p',]^ 

—  ^(.v  —  i)(a,j'-(-  ît',7  -t-  aj  [(2-/5+7,  )>'-•-  /2J'+  7'./  -*-  ■/[,]=  o 
ou 

(8)      |[9_4(^J_3£,-/,)  +  8{?,-3!,-/2)jJ+  i(.3l-z,y.)!7'' 

-4(7-i)[2([3;j  +  ,3;)(2j  +  ^,) 

—  «.{y» j'-i- '/iJ -I- yi )  -  («'iJ  +  ^'0) (2y2.,v  +  /, )].v 
-  -1  (  r  -  «  )  [(  ,3  u>-  +  ?'„  y-  -  (  se',  y  +  y.:  )  (  'Ay'  +  y',  7  +  yi,  )]  =  o, 

où  v.j,  V,,  v„  ont  les  valeurs  {'),  et  a,,,  a,,  p,,  Jj^  sont  liés  par  les  relations  (6). 

Dans  le  cas  actuel,  nous  pouvons  exprimer  les  coefficients  de  l'équaliori  dilTé- 
renlielle,  en  fonction  katio.\.m;i,i.e  de  trois  fonctions  arbitraires  \.  H.  T.  et  de 
leurs  dérivées  A'  V>\  T'. 

En  effet,  de  la  relation  (())  on  tire 


0  o        _  —  3t5-l-3Co/=!o(ao-l-='-i) 

^g  Hl  "~  Po  5«l  — • 


il  vient 


v/3!„(3!o-|-  S£,  )  =  :z„T, 


r— I 


Il  sullira  de  remplacer  dans  (.S)  les  -/,   'i,  •'  pai-  les  valeurs  ipn-  imii^   vcnon- 
calculer. 
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11.   Equations  de  degré  quatre.  —  Dans  ce  cas,  j' =  x  est  une  solution  re- 
inarnuable  (soit  pour  C  =  oc);  d'où,  en  tenant  compte  des  calculs  précédents, 

^Q                       ,                                        ?>l                                              ?«                                       l  +  SPo 
a,—  3t|  —  O,  2ji,=—  r,  y^—^,  y——^,  y—    ^, 


l'équation  (8)  devient 

y'-4(7  — >)(2y  —  i)i3  ;,/+4(.r-i)  [»;■/',/  +  «„  y;  — p;^]=:o 

ou  bien,  eu  remplaçant  y„  et  v,  en  fonction  de  |j„  et  a^, 
/'■'— 4(J— i)(2J  — i),S;j»' 

^ 40- . )  U  g^%^^  H- .;  '■•  ^- -f'-^- -  - , 


Ici  les   coefficients   sont  des  /onctions  ratiojnin elles   de    x„,    po  et  de    leurs 
dérivées. 


CHAPITRE  V. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  SECOND  DEGKÉ  EN  /  DONT  LINTÉGKALE 
GÉNÉRALE  EST  UNE  FONCTION  A  TROIS  VALEURS,  LE  GENRE  ra  DE  LA 
RELATION  ENTRE  LES  CONSTANTES  INTÉGRALES  ÉTANT  ÉGAL  A  ZÉRO. 


!.  X'oici  le  l'aljleau  des  dldérentes  circonstances  (|ui  ptuvenl  se  présenter 
dans  cette  étude;  j  désigne,  comme  précédemmeni,  le  degré  en  y  du  /ieit  des 
points  de  reliroussement  et  /.■  le  nombre  d' intégrales  singulières  : 

Degré  q  (ie<  équations  dilTérenlielles 
correspondantes. 


,  /.-e, 

y  =  12,    1 

\,     lO, 

9. 

S, 

-, 

6, 

5. 

./  =  o 

A-  =  4, 

7  = 

lO, 

9. 

«, 

7> 

•3, 

.S,  4- 

'a  =  2, 

<7  = 

S, 

7' 

6, 

."). 

/  =  ! 

1  k  =  Z, 

1  k=i. 

1- 

9- 

8, 

7' 

5,  4- 
5,  4. 

j  —  o 

X=o, 

1^ 

<>, 

."),  ',. 

f^omuic  d  serait  beaucoup  trop  long  d'exposer,  dans  ses  inoimln^  di'tails,  la 
fui-malion  des  soixante-quatre    Ijpes    différents,    au\<]iiels  donuetil  lieu    les   six 
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(lasses  d'éi|iialions  (igtiraiU  dans  le  Tableau  ci-dessus,  je  nie  bornerai,  sans 
pousser,  d'ailleurs,  jusqu'au  bout  certains  calculs,  à  former  tous  les  ivpes  de  la 
première  et  de  la  sixième  classe.  Ces  derniers  types  corres|)ondenl  aux  deux  cas 
où  réqualion  difTérenlielle  possède  six  intégrales  singulières  ou  nen  possède 
aucune.  Le  |)reniier  cas  nous  fournira  des  exemples  d'équations  renfermant 
algébriquement  el  d'une  façon  f.sse.ntiki.i.f.,  une,  deux,  trois  ou  quatre  con- 
stantes arbitraires  distinctes. 


I.    —    II.    Y    A    SIX    IMÉGRALES    SIMilLltRF.S. 

2.  Dans  ces  conditions,  nous  supposerons  qu'on  a  disposé  des  coeflicieuts 
de  la  transformation  liomograpliiquc  de  façon  que  y  =  o,  j-^^i .  y^x  soient  des 
intégrales  o/dinaires  corres[)onddnl  aux  valeurs  V.^o,  C  =:  i ,  C  =  x  de  la 
constante  d'intégration;  en  sorte  que  l'équation  didéreiuielle  (')  correspondante 
sera  toujours  de  la  forme 

(i)  Lj''-2M.v'-hy(j-i)N=ro, 

où  L,  -M.  N  sont  des  polynômes  de  degrés  respectivement  égaux  à  8,  lo  et  <). 

Eqlatio>s  de  DEGiiK  DOUZE.  —  L'équalion  la  plus  générale  dont  l'intégrale 
possède  trois  branches  est  de  degré  douze;  L,  R],  N  seront  alors  de  degrés  8,  lu 
et  <j;  et  si  a.  'j,  •'  désignent  trois  polynômes  en   r  de  la  forme 

X  =  x.y^  -t-  3t,  V  -i-  1 ,         3  =  ^jv'  -r-  Pi  y-  -+-  3, y  -h  ;3o,         y  =  y,y'  -+-  -/iV'-  4-  y, y, 

avec  la  condition  suivante,  qui  exprime  ([ue y  =  i  est  intégrale  pour  C  =  i , 

3r,-H^,-i-  I  -^■/3~yi-i-yt=  ■.'.(,33-H  3j-i- 3, -1-.3J, 

l'équation  dlfr('TenticlIe  (i)  s'écrit  de  la  façon  suivante  : 

et  les  coefficients  de  \..  M.  \  sont,  par  suite,  des  fonctions  rationnelles  des  a,, 
?i,  "j'i  et  de  leurs  dérivées. 


C)  Pour  obtenir   toutes  les  équations  répondant  à   la  quoslion.  il   «uffira  do  rcni()lacer 

,  ,  ,  ,  a(  T)\  -\-  b(  r)  ,  , 

dans  chacun  des  types  obtenus  _^  par ^ — — r- el  y  par  la  dérivée  de  celle  expres- 
sion; la  nouvelle  équation  renfermera  alors  rationnellement  le*  trois  fonctions  arbitraires 
a(x).  b{x),  l(x)  Cl  leurs  dérivées  premières. 

C.  8 


Remarque.   —   l/iiitégrale   el    le  terme  iiii]éj)en:laiil    de    v     pouvanl   s'écrire 

;alenieiil 

et i  C  —  i]-  —  2  (|3  —  a  ) ( (]  —  I  )  +  a  —  2 3  H-  •/  ^;  o, 


ax  '     <J  r  \ 


.  ^jij^^  _ . .  _  .^  î^i  r.  ^  _ ..  ^-^^_p^/ j 


;][(P-«) 


(^([5-  a) 


4^''^'^A^-^^-^^5ïll^^-^^"'-^^:^^"-^^-^^^^'   <^- 


!<■  fiiclciir  )•  —  I   se  iiicl  aussilùt  en  é\  ideiiee  dans  ce  dernier,  en  \  eil  u  de  I  nlctilili' 
a  -  -  2  ;3  -t-  ■/  =  (;■  —  1)  [(  y-,  -  2  33  )_>  =  +(  y,  -  2  3,  ^  y,  -  2  3,  +  x,  \y  -t-  2  ;3„  -  i  J. 

3.  l'yuATiOKS  DF.  DKcRÉ  o .% /, r .  —  Ya\  ('■cil\aiiL  (|iie  1  =:ic,  par  e\em|)lc,  csl  une 
iriléj^iale  reniarqualjle  double,  d'où  a^=o,  on  ol)tienl  imc  é(|iialion  (ii  où  L, 
M.  N   sont  de  degrés  j.  ()  el  8. 

I']()i  ATioNS  nE  DF.c.nK  DIX.  —  Dciix  cas  peiivciil  se  pn'seiiler,  suivant  que 
l'ahaisseniciil  du  dcj;ié  provient  de  ilcux  S(dulion>  ihjubics  ou  de  la  pii'scncc 
(.Vunc  solution  liiple.  Dans  r('ipialion  (  i  i  (■on-espondanle  L,  M,  N  sont  de  degrés 
{,.  8  el  ;. 

I.  Il  y  a  deux  intégrales  iernar<ju<ihles  douhlcs.  —  Soient  r  =  =c,  j' =  o, 
d'où  aj  =  Yi=^o.  Après  sup|)rossioii  du  facteur  r.  il  reste  une  équation  in  du 
degré  indiipié. 

II.  //  )  (1  une  intégrale  remarquable  triple.  —  On  partira  de  la  forme  de 
l'intégrale 

<:*  —  2  (  p3/'  +  H2.r-  +  i5i  J  ^  Po  )  C  -1-  ya.i  '  -t-  y,_>'  -H  y  ,_>•  =^  o 

l■/3-Hy2  +  yl-^-'  =  2((3,^-;3^^-  (3,-^  i)], 

cl  l'on  ohtiendra  nue  é'qiialion  i  i  )  de  même  forme  <|ue  tout   à  l'iieure. 

l'.oiATio.xs  nr.  DiciiK  .M;ir.  —  Ici  encore,   il   v  a  deux  cas  à  distinguer  : 

I.  H  y  n  trois  solutions  remarquables  doubles.  —  Soient  r=o,')  =i,  y=oo 
pour  (^  =^  o,  I ,  oo.  On  |)arlira  de  l'intégrale  générale  el  des  conditions 

(3t,/-+-l)C-—  2(  33.>'-h  ;32_)-=-+-;3,J  +  (3„)C-4-  yj  j' -+- y,  j' ;=  o, 

«l+<-+-73-t-72—--'(p3  +?!-*-   ,3l-l-Po).  «1+   2y5^3y3=:  2(3(33  -t- 2(3,-1-  Pi), 

m  rctnai'<|Uiinl  que  la  relation  suivante.  consé(|uence  des  deux  |irécédenles, 

r/,— ?.p3i„»-M   (y, •     2pj)  rM- (a,  — 2;3,)/ -t- 1       2^» 

=  (j-0'[(/3-  2(33)7  -^i-2(3„] 
permet  de  mellre  en  évidence   le  facteur  y  -    i   dans  les  coeflicienls  d»^  ) '^  et)'  el 
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le  fadeur  (  )•  —  i  r  dans  les  autres  icrmes  on  sorle  qu'après  la  sii|i|)rossii)n  du 
facteur  )('r —  i'),  il  restera  réqualion  (i)  demandée. 

11.  //  1-  <i  itnc  solution  triple  et  une  solution  double.  —  Soienl  )=gc,  j'  =  o, 
on  pari  ira  de 

C  -  -  2 ( ?3  V' -  ?>,}'- ^  3,  j  +  ^„)  C  +  y, j'  r-  y,.v' ^  o 

'l.    Êoi  ATio>.s  \iv.  nicciii';  niiT.  —  Il  v  a  trois  cas  à  distinguer  : 

I.  //  )  a  quatre  solutions  doubles.  —  Quand^-  =  o,  )'^=-  x.'-oui  deux  holutiuu-. 
douidi's  poui(]  =  o,  C  ^  GO,  rinlégrale  générale  prend  la  forme 

1  a,_)'  ^  ,  ) C* -  2(;!3  v^ -H  ?,,f-  +  (3,  V  -f-  ,3o)  C  -+-  y, y' -\-  y,.!'  =  o. 

Si  )•  =  1 ,  1  =  T,  sont  deux  nouvelles  solutions  remarquables  ilouljles  pour 
C  =  i  et  (>  ^  C, ,  les  fonctions -.'3.  jî,,  jîj.^i  s'expriment  on  foncùon  rationnelle 
de  T,,  a,,  •■'■,  et  de  la  cnnslanto  (',,.  au  movon  dos  relations  linéaires 

^  -3y3T;--633C,TÎ-i-.',3,(:,T,+23,(:,  ■.(y.T,  ^- a,  C:, 

1— 3y3      -t  633  -    '|3.2  •  ■'-;3|  -' 2y.     ^s^,, 

'^'  J  23j:,T?^.'43,(:,T,_y5T;  -+--...^,(:;t,-*-3{Cî  -2p„r.,), 

'  2(3.2 --4(3,  ----/^        +2a,  +3(.-2|3o). 

rt  le  premier  memlire  de  l'équation  dilTérentiolle  correspondante,  après  sup()res- 
sion  du  facteur  11  r  —  i)(y-  — T,),  est  de  la  forme  (i),  où  I>,  M,  N  sont  dos 
polynômes  de  degrés  4;  6  et  5,  dont  les  coefficients  s'expriment  r,ATioi\.\i:],M:- 
MK>T  à  l'aide  de  la  constante  arbitraire  C,.  des  trois  fonctions  arbitrai/es  -j.,, 
v,,  T|  et  de  leurs  dérivées  y.\,  •■■'.,  et  T, . 

II.  lira  une  solution  triple  {^yz^xi)et  deux  solutions  doubles  (y  =:(>,  )==  i). 
On  partira  des  foimes  suivantes  de  l'intégrale  générale  et  dans  le  résultat  final  on 
snpprjmera  le  facteur  j'(>' —  i) 

C»  -  2  ( (33  V'  -H  ^,y'-  +  p,  r  +  (3,)  C  +  y,/'  -^  y, j'  =  o, 
■  -^y5-+-y3^?-(,33-f-;3,+  [3,H-(3„),         2y,  + 3  73=2(3(33+  2,3.,-f-(3„i. 

III.  Il  y  a  deux  solutions  triples  (j ■  =  ao,  r  =  o).  —  Dans  le  résultat  (inai, 
on  su|)primera  le  facteur j-,  après  être  parti  do  la  forme  de  l'intégrale  générale 

O-  2((33j'+  {3,j'-H  (3,  V  -+-  (3„)  +  y,y'-^  o        [y,  4- 1  =  2(f3,-^  (3, -H  (3,  +  (3„)1. 

;j.    Êqlatios  de  DF.r.ni';  sici't.  —  II  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

I.  //  existe  cinq  solutions  remarquables  doubles.  —  Soient  ^r^  o,  ^- =^  i , 
_)■  =  00,  _>-  =  T|,_^  =  Tj  pour  les  valeurs  o,  i ,  co,  C,.  C;^  de  la  constante.  L'inti'-- 


(3)' 
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gralc  gcnf'ralc  s'écrira 

ri  !(?<  foiiclions  [jo,  ^1,  ,3o,  [is,  "'2,  "3  s'cxprlmenl  cji  fonction  ralionnelle  de  J',. 
1  ...  a,  cl  des  conslunles  arbitraires  C,,  Cj,  an  inovon  des  relations  linéaires 

—  3TJy,.,— 2T,-/-2+6CiTj|33-h4(:,T|j5j-i-2C|;5,  =aiC,j, 

i  -3T^/3-3T,y.,+  6C,T^,33+4C2T,^.+  2(:,;î,  =«,C^, 

3y3     —  2y2      H-6;33  +4p2  -i-23,  =«,, 

—  Tjy,  -H  2C,T,-|3,-T-  4C,T,S,  —  6(],;3o=  2C;T,2<|-t-  SC.;, 

I  -T:jy,  +2C2T^,;3o^4C/r,3,-6C,3o  =  2(:^T5st,-H3CÎ, 

\  —y,  -t-2,3,  +43,  —  6,3o      =23:,  +3. 

I^"('i|iialion  (iinVTCMliclle  correspondante,  après  suppression  du  facteur 

j(j-")(r-T,)(.v-ï^), 

est  de  la  forme  (1),  011  L,  M,  N  sont  des  pol\  nomes  de  degrés  ■ji  *>  f-'t  5,  dont  les 
coefficients  s'expriment  n\Troji^ELLEMEKT  à  l'aide  des  constantes  arbitraires 
C,,  C2,  des  trois  /onctions  arbitraires  a,,  T,,  T^  et  de  leurs  dérnces  prc- 
niirres  ct\ ,  T', ,  T.  . 

6.  II.  Il  existe  une  solution  remariiuahle  triple  et  trois  solutiniis  reinar- 
fjuables  doubles.  —  Soient j'  =;  co  la  solution  tiiple  jiour  C  =  y.  ei  )•  =  o,  v  =  i, 
1'=  ']",  pour  C  =  o,  I.  C|.  L'intégrale  générale  est  de   la  (oi-mc 

tx's  coeflicicnts  [i.j,  [ij,  |j,,  -'3  s'expriment  rulifinnellewenl  à  l'aide  de  J  ,,  -'j 
cl  de  la  constante  aii)itraire  C,.  au  moyen  de  relations  linéaires  f|iii  se  déduisent 
des  relations  (■'.)  en  y  faisant  a,  =  o.  L'équalion  dillV'renlirlle  (pi'un  (dilicndra. 
après  suppression  du  facteur  _j'(r  —  i)(j' —  l'i),  sera  de  la  foinie(i)et  ses  eoef- 
ficienls  seront  des  fonctions  rationnelles  de  (!,,  'I',  •;%,  '1  |,  ■■^,,. 

III.  //  existe  deux  solutions  triples  (>-^(i,  r  —  ce)  et  une  sidulidii  double 
(  >- =  1).  —  L'intégrale  générale  est  lie  la  forme 

(7 -  2 (  |337'  +  p,.y'  +  ;3,/  +  %  )  C  +  yaj'  =  o, 
—  3y3-<-6;33-t--'t,Sj-H2  3,  =  o,         ya+i  =  2  (  3,  +  [3, -+- ;3,  H-  ;3„), 

et  donne  lieu  à  une  éipiation  diflérentielli-  qui,  après  la  suppression  du  lacienr 
y^{y  —  1),  est  de  la  forme  (1). 
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7.   IîquatiO-ns  HE  DEGRÉ  SIX.  —  Il  V  a  (lualrc  cas  à  ilislliij;;iicr  : 


(il 


I.  Il  existe  six  solutions  remarquables  doubles.  —  Soienlj'  =  o, _)•=  i ,  v^o^, 
j'  =  T,,  r=  T-j,  j' =  Ï3  pour  C  =  o,  i,  x,  C|,  Cj,  (I:,.  On  peul  parlir  de  la 
l'orme 

(  4  )  ( a,  V  ^  I )  C  -  2  (  33/'  +  S,  V'  -f^  ;3,7  4-  ;3„ )  C  +  y^.V -^  y, y"  ~-  o, 

et  si  lOn  pose 

/(T,  C)=-3T--/3— 2T-/5      H-GCT^S^-H  ',(:ï,3,-i-2(:3,      —  5c,C% 
9(T,C)=  — T^-/i    -i- 2(:ï-;3,-i-.'i(:T3,  —  GCâ,    — 2C=Tz,-3C\ 

les  sept  coeflicienls  y.,.  3y  sont  liés  par  les  Ituit  relalioii»  li/u'aircs 

^/(T„C,)  =  o,        /(Tî,C,)=o,        /{T3,(:3)=o,        /(i,i;=o, 


(3) 


(  9(T„(:,)  =  o, 


iCr,,  C)  =  o,  9(T3,C3):^0, 


-d,  i)-o. 


ipii  ne  seront  compatibles  (pie  si  le  (lélerniiiiant  A  ^  1-\'1"| , 'l'^,  I'.,,  C, ,  (  1^.  (ij) 

esl  nul. 

T;      -iT,  C.T;  2(:,T,  C,  o  C;  o 

T\     2Tj  CJ'l  2(:,Tj  C,  u  C;  o 

T^     2T3  (Vil  2C,'\\  Cj  o  C;!  o 
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o     T;  o  c.Tr  2(:,T,  C,  n:yi\  c\ 

G       T|  o  C.T^  2(:/r5  <^!  aC'Tj  c^ 

o       T^  o  (.jT;  2(:3Ti  Cj  •iCjT,  C, 


il  où  la  relation  ali;ébrif/ur  (où  V  esl  un  pol\nonie  en  '1',  ,  'lo,  '1",.  (]j,  Co,  Cj) 

rpii  |)erniel  d'exprimer  Tj,  par  exemple,  en  fonelion  ali;i''bri'/ui'  des  fumtioits 
arbitraires  '1",,  'l\,  et  des  constantes  arbitraires  C,,  dj,  (ij. 

Dans  ces  conditions,  on  pourra  résoudre  les  se|)L  premières  é<|u,Éli()ns  (.'>)  par 
lapport  aux  a„  'jij  qui  seront  exprimés  ainsi  rationnellement  à  l'aide  de  'J', ,  'l'o,  Tj. 
C,,  C2,  C3,  liés  par  la  relation  (()).  L'équation  dilTérenlielle  coirespondant  à  la 
relation  (  {)  (où  les  fonctions  a,-,  'pj  sont  exprimées  au  moyen  des  T  et  des  C).  après 
supi)ression  du  facteur_}'(^-  —  i)(j)'  —  Ti  )(jK  —  '^lY Y  —  '"i))  ''"•l  ''^  la  foi-me  (1  ), 
où  les  coefficients  des  polynômes  L,  M,  .\'  sont  exprimés  ii\riox.xEi,i.EMi:.\T 
à  l'aile  des  trois  constantes  arbitraires  distinctes  C,,  (-;;,  (l,,  des  trois  f'un- 
lions  T,,  To,  Tj  liées  par  la  relation   vloébiiique  (6)  (et  de  leurs  <léri\-ées),  ou 


bien  encore  où  les  coefficients  sont  exprimés  ALGF.BnIQ^EMF,^T  à  l'aide  ifes  trois 
constantes  arbitraires  C,.  C-o,  Cj,  des  deux  fondions  arbitraires  T,,  1%  cl 

de  leurs  dérivées. 

II.    //  l'.iisic  quatre  solutions  remarquables  doubles  cl  u/ie  solution    triple. 
SoicMl   T  =  X  soltilion  triple  pour  C  =  ce,  cl  y  =  o.    )•  ;=  i ,   r  r^^  T, .  r  ^=  ï • 
sol  11  lions  doubles  pour  C  :=  o,  (1  — -  l ,  (j  -c:  (",, ,  (j  z^  (],.  On  p;irl   de 

(?—  2(^3  )•■'+  Hn''-'-  |3i.v  -H  ;3„)C  +  73  v'-i-  ■/2.v'=  .i, 

avec  (les  relalions  qui  se  déduiscnl  de  (.''>)  en  faisant  a,  =  o.  Ici  I,.  M,  N  sonl  de 
degrés  3,  5  et  4<  niais  les  conclusions  sonl  idenliqiies  à  celles  du  premier  cas 
i\\\  n"  .*). 

S.    III.    Il  existe  deux  solutions  triples  ( y  =  o,  j' =  ce  »  ei  deux   solutions 
doubles  (  r=  i,  r=-=  li).  —  On  a  l'inlégrale  générale  (7^  avec  les  relations  (8\ 

(7)  ^'--  ^(  33  v'+  p,.v'-H  p,  j-  -^  ;3jr.  -^  v,.v'  =  o, 

,' — 3y/r|-'-633r.,T,  +  _'i3,r,,T,^T;3,c,    =o, 
— -^yj     —  fi  3.1       -*^-4,3.j       -+- T.Si        =0, 

2p,c,     + 'i3,(:,T,^3((:f-2^„c,), 

33,  +,',3,  =3(i-2;3„). 

I  .'(''(piMl  ion  (linr'renlielle  correspondante,  apn's  suppression  du  f;icleur 

,'■'(.'•  — ')(J--  T,), 

esi  de  In  foinie  (il,  où  L,  M,  X  sont  des  polynômes  en  y  de  degrés  2.  I\  cl  3, 
d(tnl  les  eoeffieienis  sont  des  fonctions  n  rno>.\F.i,i.FS  de  la  constante  arbi- 
traire (11,  des  deux  foiirfinns  arbitraires  '\\  et  Ti,,,  et  de  leurs  dériiées  T,,  jîl|,. 

1\  .   //  existe   trois  solutions  remarquables  tri/des.  —  Soient  t  =  o.    ) ^- 1  , 
V  =  xi  pour  (",  =:o,  (^  =  1,  (j  =  3C.  L'inh'griiie  gi'-nérale  est  de  la  forme 

.     C-  -  (  A  1  '  ^   3  Uy'-  -  3  Uy   t    lî  +  1  )  C  -f-  (  A  +  n  ).>•'  =  o. 

e!  l'iMpinliou  dlfrérenlicllc  correspondanle ,  après  suppression  du  f.icleur 
r-i  1    —  1  r-,  est  de  la  forme 

Lj''—  2Mj'  +  _t(_v  —  i)N  =  o, 

où 

,    L  ^()H(A  -h  n^[.\  v'-i-2B/-{l5  -1)]. 

)  M  =  (AH'-(-BA'+2BB')7— B'{A  +  B)-t  (j— i)(AB'— DA')(\,>''-t  îBv'-Bj) 
''  H-B(A -f-B)[A'j'-f-3B'r(.>— I)  ^  B'], 

N  :-,  (AB'—  BA')(AV-(   3H>'-  3B'j  -t  B')    -  B(A  -t-  B'). 
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Ici  les  corfficic'iils  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  deux  Jonc- 
tions arbitraires  A  et  H  et  leurs  dérivées  premières  A'  et  B'. 

0.  litjiATio.vs   i)K  ni;<;iiK  ci.nq.  —   ÎVons  avons  (jiialie  cas  à  tlislinj^iicr.   Minaiil 
le  iiOMibi'e  cl  la  iiuilli[)licilc  des  soliilioiis  i<'iiiar(|iial)les. 

1.  //  existe  sept  solutions  doubles.  —  Soienl  o,  i -,  ^c,  T,,  '1\.,  T,,  T,  pour  les 
\aliiirs  o.  I,  oc,  C,,  (Jj,  Cj,  Cj  de  la  conslanle  C.  Dans  linlégralc  générale 

:  ;<,.>•  -^  oc  -  1(2,,  y'  H-  3,j'  -  3, j  -  3„) C  4-  y,_.' -r-  ■/,>■'  =  o. 
les  sept   coeflicieiils  a,,   ^,,  '■'j  sonl  liés  par  les  dix  relations  linéaires  t  voir  5;  7  i 

\/(T„c,)=TO.   f(\\_,Ct)=o,  /cr3.C3)=:o.   /(T;,(:,)  =  o,   /u,.)-o. 


(lo) 


'    o(T,,C,)  =  o,     9(Tj,C,)  =  o,     o(\\,C.i)^o,     o('ï:,C..,)—o.     9(i,i)--_-o, 


(iiii  ne   seront  conipallhles  que  si  trois  c(Judilious  «'•crilcs  sous   forme  de  déleriui- 
na  ni 


(Ml 


«l'.iT,,  T„  T,,  ïi,  C,,(:„r,„C;)=:o,         <l>j-o. 


sonl  salisfailcs,  au{|uel  cas  les  coelïicicnls  a,,  3(,  "y  seront  des  fondions  rtition- 
nelles  des  T,  el  (',,  lii'-s  par  les  rolallons  ali^ébriques  ((>),  ou  encore  des  fondions 
alj^éhriques  de  T,,  |)ar  exeni|)le,  etdeC,,  ('.-,.  (.3,  (>(.  Après  suppression  du 
faclenr  y{  y  —  1)  (y  —  T,  )  (j>' —  T.)^'  —  T3  )(j-  —  'I'^),  Técpialion  dillérenlielle 
correspondanle  est  de  la  forme  (1),  où  L,  M,  iN  sonl  des  polvnonies  en  y  de 
degrés  un,  trois  et  deux,  dont  les  cocflicients  sonl  àm  fonctions  11  v  i  io.\.Nni.i.Es 
des  T,,  C  liés  par  les  relations  algébriques  (11  )  et  de.  leurs  déri\ées. 

II.   //  existe   une   solution  triple  cl  cinq  solutions    doubles.    Il  snflii  dans 
le  calcul  fait  au  I  du  §  7  de  supposer  a,  =  o,  d'où  deux  relations 

(121  «J'idi/r,,  T3,  r.„(:„C3)=o,      »i'%  =  o, 

tju'on  écrit  sous  forme  de  déterminant.  On  a,  ])ar  exemple, 

Tî    2T,    r.,Tî    ■.■.(:,  T,       C,        o 
T\     2Ï,    C.T-     2C.T,        C,         o      < 


*-,^ 


Tî         o         CTJ       2(;,T,     C,     Ci 

t;      o      c,tî     2C,t,   c,   c; 
t;      o      c^t;     2C,t.   c,    c; 
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On  arrive  à  des  conditions  analogues  à  celle  du  paragra])lie  précédent,  les  rela- 
tions algébriques  (12)  étant  ici  au  nombre  de  deux. 

III.  Il  existe  deux  solutions  triples  et  trois  solutions  doubles.  —  Il  sullit  de 
se  reporter  an  11  du  §  7  et  (Vy  faire  Vo  ^  o. 

iV.  //  existe  trois  solutions  triples  et  une  solution  double.  —  Nous  avons  vu 
(|ue,  lorsque  réfjuallon  possède  les  trois  solutions  triples  j' =  o,  j' =  i ,  _T  =  oo 
pour  C  =  o,  C^i,  C  =  3c,  cette  équation  prenait  la  forme  (i)  où  L,  M,  N 
avaient  les  expressions  ((j). 

l'.crivons  de  plus  fpie  v  =  T,  est  solution  double  pour  C  =  C(,  d'où 


les  polynômes    L.  M,   N,   après   su[)pression   du   facteur    commun  y  —  T,,    de- 
viennent 

M  =  A(  An  —  BA')  j'  -i-  [A(T,  —  i)(AB'  -  IJ.V)  -^  BA(A-h  B)  -j-2B]j' 
-f-[AT,(T,--i)(AB'-BA')-i-BA'(A-t-B)T, -i-2B(T, -I) 

-  B(AB'— BA')  +  2BB'(A-i-B)]/+  "  ''r^^A-i-B), 

1 1 

N  =(AB'-B.V)  |a',v'-  +  (A'T, -i-3B')r-|^l +  |^(\'  +  B'). 

II.     —     11.    n'y    a    pas    Il'iNTÉC.RAI.rS    SINGULIÈRES. 

Nous  pouvons  toujours  disposer  des  coefficients  de  la  transformation  lioniogra- 
pliiquc  de  façon  que  les  courbes  y  =  ^'(^),  lieux  des  points  de  rebroussement 
des  intégrales,  qui  dans  le  cas  actuel  sont  au  nombre  de  deux,  soient  v  =  o, 
r  =  I ,  et  (|ue  de  plus  v  =  co  soit  solution  ordinaire  pour  C  =  oc. 

Kquatio.\s  nr.  nicr.ui';  six.  —  Dans  ces  conditions,  lYMpialiou  iliiréreuliellc  cor- 
respondante est  en  général  de  degré  si.r.  Les  coeflicients  a,,  |j,,  dans  rinti''grale 
gi-né-rale 

(  y,y--hx,,r  -+-!)(?-  2  (;3,.v'-(-  PjJ'  -+-  P,  r  -+-  |3„)(:  -+-  y, y'  4-  ■/■,/'--+-  ■/,„>'  -H  yo-o, 

^iiiit  li(''s  par  les  relations 

i  2;3,P3— «r/'3+3;3J  =  o,        (3J-|-2|3,(33— asys— «,73— 3;3J  =  o. 
(•3)  2;3o;3,-^23,3,-a.y,-7,a,-y3+(31  =  o,         {3J  =  y». 

(         Pî  +  2;3„i3,— 9:jy,— a,7i  — y2  =  0,  2{3„;3,  —  a,  y»— y.  =  o, 
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cl  l'on  a,  pour  l'équalioii  dilTéreiitielle  i:orr("S[)(iiulaiile,  a|)rès  suppression  du  fac- 
teur t'  (y  —  i)', 

-H  4  [(  2  ocj  j  4-  a,  )/'  -+-  a', y-  +  x\j  ] 

X  [(  3  y,y-  ^  2  y, y  -f-  y,  )y'  -^  y\y^  +  y„y'  -4-  y,  v  -^  ■/'„  ]  =  o, 

f|ui,  en  tenant  compte  des  relations  (i3),  est  de  degré  six  et  de  la  forme 

(i4)  L/--r-4Mj'-+-.'iN  =o, 

Les  poi%  nomes  I-.  M,  .\  ont  les  développements  suivants  : 

L  =(8,3,(33-  4«>-/3-3pj)7'-+-(85!,-/,+  8a,y,-i6;3,(3,-9j33')/  +  4(«,7,-(3n. 
M  =  (aajj  -h  a.^){y\y^+  y',y-+y\y  -t-  y'o)  -i-  («;.j'+  «i  r)(3-/3r'-+-  2-/j.v  -r-  y,) 

+  sp,^;  (- 5j' +  4/ -  -  ■)  -  6!33j'((3;7'+ (3;7  +  [3;  ) 
-  2  (  2  p,j  +  (3,  )  (  ^'3  J-'  +  ;5;  j^  +  ^',  r  +  (3;  ), 
N  =  ;3'3^  j'  { j  _ .  )3  _  (  (3;  j»  +  p;  j=  -^  (3;  j  +  (3;  )» 
-(-  (  a;  j»  -t-  «;  V  )  (  y;  j»  -r-  y;  v-  +  y',  J  -l-  yi  ) , 

où  les  a,,  j3,,  y,-  sont  liés  par  les  relations  (i3). 

Equatio.ns  de  degré  ci.nq.  —  L'équation  s'abaisse  au  degré  cinq,  s'il  existe  une 
solution  remarquable  double,  soit  y  -^^  x  pour  C  =  tc,  d'où 

(a,j  +  i)C^  -  2(i337'-^-  P*7'+  i^>/  -^  PJC'-t-  y,  v'-^  y,j'+  y.r  +  y.=  o 

avec  l'identité 

({3,7' -h  13,7'  -r-  i3,j  -h  p„)'-  (a,  V  -4-  .)(y3  v'-4-  y,  v'h-  y,  v  -+-/„)  =  Pî.v'C)'      i)'. 

Les  relations  qui  en  ré-sullenl 

2  3,-+-3;33=:o,         (3--^  2p,;3,~  «.y,— 3;3|=:o,         2^o(3i  -  «ly»- 7i  =  o, 

2!3,;3,-t-2p,(3,-y,a,-   y,-+-|3J  =  o,         (3» -h  2;3„;3,- «,y,      y,  =  o,         (3»  =  y,. 

permcllenl  d'exprimer  YstYiiT'iT»  en  fonction  ralionnclle  tics  poi  f*!  i  ?3' «oi 'i 

C.  '  '  9 
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liés  par  les  relations 

(i5)  (^53-^'a,^5,=t?-?„a;y-;î=(i+:x,)'  =  o. 

1  (7o=i5o'        7,=  2;3o,3,— 3!,3^,        ^5  =  — a,(2;5o,3,— a,,3J) -(-5^-4- aSopî, 
'  V3=33{25„-3,3,)-Ha^(2^,3,-a,3^)~-a,3J-25!,3o,3,-i-(3^ 

L'équation  difFérenlielle  a  la  forme  (i3)  avec 

LEE.3P3(2p,-3p3)r-',;3  =  , 

M=  a,(y'3.x'-^  y'.j'^-  -/', j  +  /„)  -i-  =',j  (3-/37'  -^-  2y:.j  +  y,)  ■+-  3,333;(4 j  —  0 
-  6^37^3;  v+ s;)  -  4.3,  v(;3;7=+ 3;  r  -t-  s;)  -  2^,  (  p,  j^  -  ?;  >•=  -+-  p\y+  ^\). 

H-  P^(37'-7')  -  23;j'(,3;y  +  S'o)  -  (,3;y'  -^  3',  v  +  'fi'J\ 

v„,  V,,  y.,,  Y3  doivent  être  remplacés  par  l(>s  expressions  (i6),  Yo'ï't'Tï'ïs  P^'' 
leurs  dérivées;  les  coefficients  de  léqualion  didérenlielle  sont  donc  des  fonctions 
ralionnelles  des  quantités  |3o,  ^1,  ^3,  a,  liées  par  la  relation  algébrique  (i5)  (et 
de  leurs  dérivées),  ou  bien  encore  si  l'on  exprime  a,  algébriquenienl  à  l'aide  de 
Po)  ?ii  ?3;  ces  coefficients  sont  des  fonctions  algébriques  des  fonctions  indé- 
pendantes l^oj  i^ii  1^3  Gt  de  leurs  dérivées. 

Equatioxs  de  i)E<;nÉ  quatre.  —  L'abaissement  au  dc.^vé  quatre  peut  provenir, 
soit  de  l'existence  de  deux  solutions  remartjuables  doubles,  soit  de  l'existence 
d'H/(e   solution  remarquable  triple. 

L  II  existe  deux  solutions  doubles.  —  Soient  y  =  ao  et^^^^;  T  pour  C  =  a: 
et  C  ^  o.  Aux  relations  (:4)  et  (1  j),  il  faut  ajouter  les  relations 

(17)  3y3'P+2yoT-Hy,  =  0,  y,T=-+-2y,TH-3-/o=0, 

qui  cxprimenl  (\\ic  y  =z'Y  est  solution  double  |)Our  (',  z=  o.  Alors,   npn's  suppres- 
sion du  nouveau  facteur  >'  —  T,  il  reste  une  écjuation  (i)  où 

L  =  3(33(2(3.- 3(33), 

M=  («1/3+ 3«;y3- 6(33(3; -4,3,,S;-2(3,(3;)j' 

^  -«.y;  +  3p3P;  +  2{3,(3;  +  T(4PiP;  +  2p,(3',- 12^3(3; -s(|/, -•/.«'.)  ^. 

,  -«,/„  + 3  (33(3; +  2  (3.  (3; 

N  ^  ( «, ■/;-+- 3(3j-  2(33(î;  -  (3;')7'  +  . . .-(-  ^, 
les  a,-,  j3,-,Yi  étant  liés  par  les  relations  algébriques  (i5),  (16),  (17)- 
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11.    //  exis/e    une  solution   triple.   -      Soit  t  ^  oc   pour   C  =  ac.    L'inlt'grule 
sVcrit 

C—  2{33r'-i-  3,_v'-i-;3,r  H-,3o)(--^  'I  ^y^-^'i ->.?'' ^'Ix?'  -î-7o=o; 

on  a,  comme  précédemment, 

(33j'-4-  ,3..r-+  P,r+  P„)  -  7:j'-  70''-  7>r  -Jo^  PsJ'fj  -  0' 

et,  en  posant  ,jo  =  A.  on  met  Tintégrale  générale  sous  la  forme 

C'-   2(8j'—  12  v=+  3j  -t-  A  jC  -T-  i6(A  --  8)r^H-  3(3  -  8A)j  -h  6Ar  4-  A'-=o 

qui  donne  lieu   à   une   équation    diflércntielle  qu'on  peut  écrire  successivement, 
après  suppression  du  (acteur  t'(j'  —  i)', 

64  X9j(  V— 0(27  — i)'j'=— ,',[24j-— 247H-  3)j'-r-  A']'  =  o, 

9 j''  +6(8/'—  8  r  +  I  )  A' r'  4-  A'=  =  o, 

^ ^,  r3(-  Sy'  +  87  -  ,)  -^  2(2j  -  I)  v/r(y  -  1)1  _ 


CHAPITHi:  VI. 

FORMATION  DES  ÉQUATIONS  DU  SFXOND  DEGRÉ  EN  y'  POUR  LESQUELLES 
LE  GENRE  ra  DE  LA  RELATION  ENTRE  LES  CONSTANTES  INTÉGRALES  EST 
ÉGAL  A  UN. 


I.   —  Démonstration  de  rnopRif.TÉs  générales  de  ces  ÉgiATiONS. 

1.  Je  vais  établir  deux  théorimes  relatifs  à  la  forme  de  lintégrale  générale  et 
au  rôle  des  racines  du  discriminant. 

TiiKOKÉME  I.  —  Quand  le  genre  ro  de  la  relation  entre  les  constantes  inté- 
grales est  égala  v>,  l'équation  différcniielle  se  met  sous  la  forme 

\\(y,a-)     ,       K(r, -r)        . 
v/QR  V^yil 

oit  H  et  \\  sont  des  polynômes  en  y  de  degrés  respectifs  p  —  \  et  p  -\-  \  au  plus, 
en  désignant  par  -ip  -!-  2  le  dc'^ré  de  OU,  et  X  une  fonction  arbitraire  de  x. 

lin  eflfel,  on  sait  que,  dans  les  conditions  de  l'énoncé,  rinlégraie  générale  peut 
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se  iiiellre  sons  la  forme 

où   le    second  membre    est  une  intégrale    de  différentielle    totale   exacte.  De 
plus,  l'intégrale  de  première  espèce  (où  H  est  de  degré/?  —  i), 


Hy,^) 


^    r\\{y\x)dy 

J       v/QH 


n'a  que  deux  périodes,  qui  sont  des  constantes  absolues  ('). 
Les  périodes  de  J(>',  x)  étant  des  constantes,  l'intégrale 

une  fonclion  algébrique  de  r,  et,  par  suite,  dans  la  tlifFérentielle  totale  exacte 

^^'^y^)  dy^Ç,(y,x)dx, 
v'OR      ■ 

la    fonclion    G(j',  x)   est  déterminée    à    une    fonclion    d'addilion    près  'k{x),    et 

comme  —  (  — =r^  \  chanffc  de  signe   avec  l'ÔR,   on   en   déduit   inirnédialemcnt 

fpie  la  fonction  G,  convenablement  cboisie,  clianj^e  de  signe  avec  ^  QR. 
Posons 

\'QR 

Comme  K  ne  peut  devenir  infini,  sans  que  H  le  devienne  en  même  temps, 
K  est  un  ])oiynome  en  )■;  de  plus,  comme  celte  dernière  remarque  s'applique  aux 
valeurs  infinies  de  r,  il  faut  que  K  soit  au  plus  de  degré /j  +  i.  Il  en  résulte  (|ue 
l'équation  din'érenliclle  prendra  bien  la  forme  annoncée. 

2.  Théoiième  II.  —  Quand  le  genre  ra  de  la  relation  entre  les  constantes 
intégrales  est  égal  à  un,  les  racines  d'ordre  impair  du  niscRiMiwAisT  de 
l'équation  du  second  degré  en  y' ,  définissent  en  général  des  iistégrales  sin- 
oLLiÈREs,  ou,  dans  certains  cas  exceptionnels,  un  lieu  de  points  de  rebrousse- 
inent  oit  y'  est  iki-iîji. 

En  efl'cl,  so\\. y  =^  g i^x)  une  racine  de  Q  qu'on  peut  toujours  supposer  égale  à 


(';  l'AlNLiiVÉ,  Leçons  de  Stockholm,  \<.   iHJ-iij. 
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zéro,  en  changeant  _)■  en  y  —  g(^x);   supposons  que  y  =  o   n'ar)nule  pas  K.,  on 
pourra,  dans  le  voisinage  dej'^o,  développer  F  el  G  de  la  façon  suivanle 

G  =  -îf  [«(.r)-^...]         {<xyéo), 

y- 


On  en  déduira 


F=-[^(x)4-...]         iP^o). 


dG        -  i  ,  - 

■^      y- 


dx 
ce  qui  est  impossil)le.  puisque 


'^'^-'^[(S'Cx) +  ...], 


dV  _dQ 
dx        dy 


DoncjK  =^  o  annule  K.  et  l'équaliDn 
(1)  Ily'-t-K-r-^vITiî  =0 

étant  vérifiée  pourj-  =  o,  y^=  o  est  solution  singiilii'i  e. 

3.  Re  marque.  —  Nous  avons  sup|50sé  in)|)liiiiptnenl  que  H  (  t,  .r  )  ne  s  annulait 
pas  pour  y  =  g{x).  Si  Hiy,x.  s'annule  pour  v^=  r{^)'  '^"  peut  toujours  sup- 
poser que  g{x)^o  el  le  raisonnement  précédent  montre  que  K  s  annule  pour 
y=.o;y  est  donc  en  facteur  dans  H,  R,  QK.  et  figure  dans  QK  nécessairemenl 
au  premier  degré.  Si  donc  on  forme  l'équation  (i),  on  voit  aussilol  que  les  deux 
valeurs  de  y'  sont  infinies  pour  >■  =  o. 

n.    —   Formation  explicitr  dus  éqi  atio.ns   iie  LKsi'fccF.   iM)i(|if:E. 

4.  Problème.  —  Ctierclions  à  foiincr  les  /'qualions  du  second  degré  en  y\ 
de  degré  q  no>>É  en  y,  telles  que  n  branche.s  de  V intégrale  se  permutent 
autour  des  points  critiques  mobiles,  et  pour  lesquelles  le  GV.snn  ra  de  la  rela- 
tion entre  les  constantes  intégrales  est  égala  u.n. 

Nous  nous  donnons  un  nombre  pair  ip  -+■  ■>.,  degré  de  S  =  QR,  aAec  les  iné- 
galités -xp  ^  JL^^iq  —  '\.  plq—'y,   et  nous   dierclions.    parmi  les  intégrales  de 

première  espèce. 

\\{y,x)dy 

\fS(y,x) 


toutes  celles  qui  se  laissent  déduire,  par  une  transformation  d'ordre  n,  d'une 
dilïérentielle  elliptique,  par  exemple  de 


\'(i-y-){i—lJ--'r) 


•j-  désignant  une  conslaiile  numérique. 
Etant  donné  le  radical 


v'('--/)('-.'^'y''). 

SI  nous  posons 

M  et  .\  étant  des  polynômes  en  l'  de  degré  /( ,  pour  cpi  une  telle  égalité  définisse 
une  correspondance  avec  un  radical  de  degré  2/? — 2,  il  faut  et  il  sullil  (|ue 
l'expression 

renferme  en  facteur  un  carré  parfait  en  )•,  de  degré  4«  —  a/» —  2,  d'où  2  « — p —  1 
conditions  portant  sur  les  2/1+1  coefficients  inconnus  de  'ffj)').  Donc,  une 
fois  u.^  donné,  il  reste  />  +  2  coefficients  indéterminés,  à  l'aide  desquels  les 
coefficients  de  S( -»-,  x)  s'expriment  algébriquement. 

D'autre  jiart,   la  différentielle  abélienne  de  première  espèce 

Mdy 

correspondant  à  la  dilïérentielle  elliptique 

ày 


v'('-7')('-F'y') 


cl  qui  est  connue,  une  fois   qu'on  s'est  donné  «(y),  dépend  algébiiquemcnt   de 
p  -^-  1  fonctions  arbitraires  de  x  et  de  la  constante  arbitraire  a. 

Il  en  résulte  ipic  la  dilïérentielle  totale  exacte 

^dY 


Idy       /K        -\   , 

-=-  -I-  (  ^  +  /.  )  d.z 


où  k  est  une  fonction  arbitraire   de  .r,  dépend  algéùriquenicnl  de  p  -\-  .5  fonc- 
tions arbitraires. 

5.   Le  degré  de  l'étpiation  dilïérentielle,  mise  sous  forme  entière 
11'/'='  H-  2  UK  j'  4-  K'  -  l-S  =  o, 
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élaiil  -ipn-  2.  pour  ([iril  se  réduise  à  (] ,  il  Huit  et  il  siiflll  i|iie  les  deux  polynômes 

IF     et     K-  — >.=  S 

aienl  un  facteur  commun  de  degré  a/*  +  2  —  //;  et  nomme  II  est  de  degvé  p  —  1, 
il  en  résulte  que,  pour  une  correspondance  avec  un  radical  de  genre p,  le  degré  q 
est  au  plus  égal  à  2^  +  2  el  au  moins  égal  à  p  -h  5. 

Supposons  d'abord  que  H  et  K.  n'aient  aucun  facteur  commun,  alors  tout  fac- 
teur commun  à  H  et  K- —  a- S  est  une  solution  remarquai) le  de  l'équation  difl'é- 
reutielle,  c'est-à-dire  qu'il  annule  les  coefficients  de  dy  et  dx  dans  la  difTéren- 
lieile  totale 

De  plus,  si  y  =  g{-r)  est  un  zéro  d'ordre  y.  commun  à  H  i;l  K-  —  /.-  S,  y  ^=  g{x) 
est  un  zéro  d"ordre  z  -j-  1  de  légalité 

Co  =  .I(7,.r), 

Cu  élanl  une  coiislanle  convenable. 

Donc,  dans  ce  cas,  pour  qu'il  y  ait  abaissi'inent  du  degré  de  l'équation  (1),  il 
faut  qu'il  V  ail  des  solutions  remarquables,  elle  degré  q  de  l'équalion  (i)  esl  lié 
au  degré  iip  -|- 2  du  radical  Set  au  nombre  p  des  solutions  remarquables  de  multi- 
plicité y.j,  par  la  relation 

<7  =  2/>  -H  2  — ^(«j  —  l). 

Toutes  ces  propositions  s'établissent  par  le  même-  procédi-  (pie  celui  que  nous 
avons  employé  au  (^liapilrc  111.  H  suClit  de  répéter  presque  identiquement  les 
mêmes  raisonnements. 

Mais  dans  le  cas  où  H  el  S  ont  s  solutions  communes,  ces  5  solutions  ne  sont 
pas,  en  général,  intégrales  remarquables  de  l'équation,  el,  pourtant,  d'après  une 
remarque  faite  plus  liant,  leur  pn'scnce  abaisse  de  5  unités  \i;  degré  de  l'étpia- 
tion. 

Il  esl  clair  qu'on  aura  la  -dlulioii  la  plus  générale  en  siipposanl  (pie  l'abais- 
sement provient  uniipiemenl  de  l'cxislenee  de  solutions  remarquables  d'ordre 
deux.  Car  on  aura  ainsi  autant  de  conditions  qu'il  y  a  de  degrés  dans  l'abaisse- 
ment, chacune  de  ces  conditions  introduisant  une  constante  arbitraire. 

De   plus,  dans  ce  cas,  comme  il  n'y  a  pas  de  lieu  de  points  de  rebroussement, 
Q  =  I  et,  par  suite,  S  =  R:  on  aura  de   cette    (ixc(>fi  'xp  +2  —  7  relations  de  la 
forme 
(S)  Cp=J(jp.  X), 
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yp  étant  une  racine   de  H(j,  x)  =  o  {q^p-+-  3).    On   Irouve  ainsi  ip  -hi  —  q 
constantes  arbitraires. 

(3.  En  drlinilive,  n  ei  q  élanl  donnés,  pour  a\oir  les  équations  (  i)  les  [dus  gé- 
ni'-rales  correspondant  au  cas  de  ro  =  i ,  on  prendra  successivement  tous  les  sys- 
tèmes d'entiers  positifs  i,  p  satisfaisant  à  la  relation 

(•2)  2(7  —  4  ==  2t  -i-  2/)  -H  2  ou  q  z:=  i  —  p  -h  O. 

Soit  /,  p  un  de  ces  systèmes,  les  équations  (i)  correspondantes  dépendront  de 

/^-H.3—  (2/JH-2  —  7)  =  y  +  2— /)—  I   =:J-T-i4 

fondions  arbitraires  et  de  ip  +  i  —  q  constantes  arbitraires. 

1!  y  aura  autant  de  types  d'équations  (i)  qu'il  y  a  de  modes  de  décomposition  du 
nondjrc  q  —  3  en  une  somme  de  deux  entiers  positifs  /  el/J. 

111.   —  Résolution  rapide  des  objections  qu'on  i'elt  faire  a  i.a  théorie 
précédente. 

7.  ^'ous   avons    dit   nue   l'inléirralc     /   —      et   la  transformation  de   passage 

v  =  a)(y')=  TT^=-^  dépendaient  al<yêhri(iuen)cnt  do  /;  -r  2  fonctions  arbitraires. 
'       ^^-^  '       M(j>')      '  o         I  i 

et  nous  avons  admis  implicitement  que,  dans  le  cas  le  plus  général,  H  a  ses  ra- 
cines simples,  que  H  et  R  n'ont  pas  de  facteur  commun  et  enfin  que  les  condi- 
tions (S)  étaient  compatibles  et  déterminées. 
Examinons  successivement  ces  différents  points. 

8.  Objections  1  et  II.  —  Le  polynôme  H  a  toutes  ses  racines  simples  et  les 
deux  polynômes  H  et  W  in'ont  pas  de  facteurs  communs. 

Voici  une  démonstration  rapide  de  ce  fait  (pii  rentre  dans  l'élude  de  la  réduc- 
tion des  intégrales  hyperellipliques. 

Si  nous  laissons  arbitraire  le  degré  n  de  la  transformation,  il  faut  cl  il  suflil 
(juc  les  premiers  membres  des  relations  (t), 


(cr) 


L. 


Wdy 


X. 


rv<-^) 


y/U 
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OÙ  m,,  n,,  m.,,  n-,,  ....  m^p,  n-ip  sonl  des  nombres  rationnels  quelconques, 
soient  des  fondions  indépendantes  de  3/j  +  a  coeffieienis  distincts. 

Pour  X  =  Xo,  choisissons  arbitrairement  les  valeurs  de  ces  coefficients  et,  par 
suite,  des  seconds  membres,  et  soient  a,,  a^,  . . .,  amples  valeurs  des  seconds 
membres.  Nous  pouvons  toujours  disposer  des  nombres  rationnels  nij,  m,  de 
laron  que  les  quantités  m ,  m, -^  n,u).>,  m../.,), -\-  n.,t,}.,,  ....  m.,pM, -^  n.,f,i.)..  dif- 
fèrent aussi  peu  que  l'on  veut  de  a,,  7..,,  ....  a^^,. 

Donc,  pour  x  =  Xo  et  pour  ces  valeurs  des  nij,  «a,  les  conditions  (s-)  sont  vé- 
rifiées par  un  choix  des  coefficients  de  H  et  II  aussi  voisins  que  l'on  veut  des 
valeurs  ««<i/rt/t'5  choisies  arbitrairement;  el,  par  conséquent,  pour  .r  =  Xa,  H 
et  R  satisfaisant  aux  conditions  (t)  ont  des  racines  simples  et  n'ont  pas  de 
racines  communes,  a  fortiori  pour  x  quelconque  (sauf  pour  des  valeurs  excep- 
tionnelles de  x). 

9.    Objection    III.   —   Les    relations   (S)   sont    comi'atihles   el   DÉrEioiiMiES. 

Pour  écrire  qu'il  existe  -xp^^—q  solutions  remarquables  d'ordre  deux, 
il  suffit  d'exprimer  que  pour  les  o.p-^9.—q  fonctions  distinctes  J'i(x), 
1,1/1.   ■■■,J',./,+2_^(x),  on  a 

C,  —i(y„x)  =J,(j;), 

(g)  ;   <^2  =J(72. -î-)  ^ii{x). 


*>2/)-t-2-7  —  •'(.>'2/.+2-y,  X)  =  Stp^i_^{x). 


Les  ii{x)  sont  des  fonctions  transcendantes  àe  p -^  ?,  fonctions  arbitraires 
de  .r. 

Si  les  relations  (S)  ne  sont  pas  compatibles  cl  déterminées,  c'est  qu'un  des 
seconds  membres  de  (S),  par  exemple  le  dernier,  est  identiquement  fonction 
des  autres,  autrement  dit  que  les  ^p  -\-  >,  —  q  —  y  premières  racines  de  H  ne 
peuvent  donner  à  i{y,  x)  de  valeur  constante,  sans  qu'il  en  soit  de  même  de  la 
racine  suivante,  et,  par  suite,  de  toutes  les  autres  par  raison  de  symétrie.  Alors 
le  degré  irréductible  de  l'équation  est  nécessairement  égal  à  />  -!-  'i. 

D'autre  part,  l'équation  dilTérentielle  primitive  de  degré  -if  -f-  x  s'écrivant 

(H7'-+-K)'->,»R=o, 
et  son  intégrale  générale  étant  de  la  forme 


«l^  =  .„[/.,.o,wc]. 


on  voit  que   si    l'on   écrit  (piune   racine  de  K  =  o  est  une  iulé{,'rale  ordinaire, 
G.  H) 


^4  ^-    r.AHEN. 

A  =  o,  et,  par  suite,  l'équation  se  réduit  à 

,      K 

C'est  une  équation  de  Riccati,  qui  dépendrait  ici  d'au  moins  quatre  fonctions 
arbitraires.  11  y  a  donc  contradiction  et,  par  suite,  les  conditions  imposées  sont 
compatibles  et  déterminées . 

10.  Objection  IV.  —  Le  DEonÉ  de  l'équation  différentielle  correspondant 
à  l'intégrale  précédente  est  bien,  en  général,  égal  à  q.  et  non  moindre  que  q. 

En  effet,  s'il  s'abaissait,  c'est  qu'il  existerait  â'aulres  solutions  remarquables, 
car,  pour  x  =  Xo,  les  constantes  C  étant  quelconques,  H  et  R  n'ont  pas  de  solu- 
tion commune  en  t;  il  n'existe  donc  pas  de  fonction  X  ^  Si^)  annulant  identi- 
quement \\  et  Pi. 

Il  suit  de  laque,  si  les  ip -^  n — q  conditions  (S)  entraînent  comme  consé- 
quence qu'une  nouvelle  racine  de  H  est  solution  remarquable,  il  en  est  de  même 
de  toutes  les  autres  racines  de  H,  et  le  raisonnement  s'acbève  comme  dans  le 
cas  de  ro  ^  o.  (Cbapitre  III,  §  8.) 

Objection  V.  —  L'équation  en  y'  est  bien  irréductible,  du  second  degré  et 

de  senre  n>\.  Autrement  la  différentielle  abélienne  — ^  s  exprimerait  ration- 
'  -  slW         ' 

nellement  à  l'aide  d'une  constante  d'intégration,  ce  qui  est  absurde. 

Objection  VI.  —  L intégrale  a  bien  exactement  n  branches  permutables 
autour  des  points  critiques  mobiles,  et  non  un  nombre  moindre. 

En  effet,  supposons  que  le  nombre  de  brancbes,  au  lieu  d"èlre  /?,  s'abaisse 
àn'{n'<^n),  en  supposant  «'>i. 

Le  raisonnement  fait  dans  le  cas  de  ra  =  o  montre  alors  que  les  constantes 
remarquables  ne  seraient  pas  distinctes,  ce  qni  est  contre  lliypotlièse. 

D'autre  part,  si  «'=  i ,  l'équation  est  nécessairement  de  degré  q  =  \  cl  lonics 
les  racines  du  discriminant  sont  des  intégrales  singulières. 

Si  donc  on  excepte  ce  cas  de  q  =z  ^.,  /,=  4,  on  est  certain  que  n  est  bien  le 
nombre  des  branches  àt  y{x)  permutables  autour  des  points  critiques  mobiles. 

Si,  au  contraire,  7  =  4i  ^'^4»  l'intégrale  obtenue  plus  haut  se  réduira  à  une 
inlégrale  a  points  critiques  fixes,  qnel  que  soit  l'entier  n. 

11.  Nous  arrivons  donc  aux  conclusions  suivantes  : 

(vONCLUsio.N.   —  Si,  dans  l'intégrale  que  nous  avons  appris  à  former,  on  donne 
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aux  conslantcs  des  \A\c\ivi  arbitraires  distinctes,  el  si  l'on  remplace  les  fonctions 
par  des  fonctions  arbitraires  quelconques,  l'inlégrale  ainsi  définie  vérifie  une 
équation  différentielle  du  second  degré  en  y',  de  genre  p^i,  prend  exac- 
tement n  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles  et  correspond  au  cas 
</e  ra  =  I . 

L'équation  différentielle  correspondante  est  de  degré  ^  >  4,  dépend 
de  i -h  i  fonctions  arbitraires  et  de  zp -j- '2 — q  constantes  arbitraires,  en 
comptant  la  constante  jj.;  car  on  peut  toujours  supposer  qu'une  des  constantes 
remarquables  est  o,  en  observant  qu'on  peut  toujours  ed'ectuer  sur  C  une  trans- 
formation a Igébriq ue  dci^cnddin  d'une  arbilraire  el  d'une  seule,  el  qui  conserve 
la  courbe 

Remarquons  enfin  que  si  y;  =  i ,  comme  w  est  égal  aussi  à  un,  l'équation  a 
nécessairement  ses  points  critiques  fixes  et,  par  suite,  q  ^  /\,  /,■  =  4. 

Inversement,  si  q  :=  /{,  p  est  nécessairement  égal  à  un  (à  moins  qu'il  ne  soit 
nul,  auquel  cas  uj  serait  nul  également)  l'équation  «  encore  ses  points  critiques 
fixes,  el  R  est  égal  à  4- 

Nous  voyons  donc  que,  si  l'on  prend  y  =  4,  le  cas  de  m  :=  i  ne  )3eut  se  pré- 
senter que  si  «  =  I .  Si,  au  conlraire,  y  >  4i  on  formera  une  infinité  d'équations 
correspondant  à  ro  =  1 ,  /<  é'tant  quelcon(|uc  et  plus  grand  fjue  un,  et  ces  équa- 
tions dépendront,  comme  nous  l'avons  dit,  de  /-i-4  fonctions  arbitraires  cl 
2p  -\-  2  —  q  constantes  arbitraires. 

Si  toutefois  2p  -r-  2  —  q  ^=  o.  on  aura  une  seule  constante  arbitraire,  la  con- 
stante [A. 

IV.  —  (Comparaison  avec  la  hjumi:  xC'  — 2J3C-I- y  =  o  de  l'imégrali: 

GÉNÉRALE. 

12.    Revenons  inainlenanl  à  la  forme 
(4)  (xCJ—2^C-^y  =  o 

de  l'intégrale  générale,  où  y.,  fi,  y  sont  de  degré  n  en  j-. 

Dans  le  cas  de  ra  :=  1 ,  «  est  toujours  pair,  soit  n  =  av.  Clierclions  donc,  q  étant 
lionne,  ainsi  que  n  pair  el  égal  à  ?./,  parmi  les  équations  (4)  la  généralité  de 
'■elles  qui  correspondent  «  ra  =  1 . 

Tout  d'abord  ces  dernières  équations  ne  peuvent  se  rencontrer  que  dans  la 
classe  qui  correspond  ày  =  o  et,  par  suite,  à  ^- pair,  soit  /.==  •.'./>  -f-  2.  Nous  savons 
que  les  équations  (4)  de  cette  classe  dépendent  de  i  -\-  /\  fonctions  arbitraires 
el2«  —  q  -^  k  ^^  2.n -\-  q  —  4  —  2/  constantes  arbitraires,  qu'il  faut  diminuer 
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de  3  si  ce  dernier  nomlire  est  supérieur  à  3,  et  remplacer  par  o  dans  le  cas 
contraire. 

Nous  venons  de  voir,  d'autre  part,  que  q  étant  donné,  ainsi  que  p^  le  cas  de 
ra=  1  nous  a  conduit  à  une  forme  d'équation  dilTérentielle,  dépendant  de  «  +  4 
fonctions  arbitraires  et  -ip  +  3  —  </  constantes  arbitraires. 

Nous  avons  donc,  dans  le  premier  cas,  2«  —  q+k  —  3  — (2/>  +  2  —  ^  +  i) 
constantes  de  plus  que  dans  le  cas  de  ro  =  i ,  c'est-à-dire,  comme  A-^2/>+2, 
■m  —  4  constantes  de  plus. 

On  voit  donc  que,  pour  la  solution  générale,  on  a  ro  =  o,  comme  nous  le 
savions,  et,  pour  que  m  soit  égal  à  un,  il  faut  que  les  constantes  arbitraires,  qui 
figurent  dans  chaque  solution  correspondant  à  y=o,  soient  liées  par  2 /i  —  4 
conditions,  in  —  4  >  o,  à  moins  que  n,  qui  est  pair,  ne  soit  égal  à  2. 

Si  n  =r  2,  on  trouve  le  même  nombre  de  constantes  qu'en  supposant  ro^  i. 
C'est  le  cas  qui  correspond  aux  équations  à  points  critiques  fixes;  on  a,  ch 
efTel,  '7^4  avec  quatre  solutions  singulières. 

12.  Étudions  de  plus  près  la  nature  des  4"  —  4  relations  dont  nous  venons  de 
parler,  en  formant  directement  l'équation  (4)  correspondant  à  une  relation  de 
genre  un. 

L'intégrale  générale,  en  remplaçant  snC  ])ar  C  et  sn  /  ).(.2)f/.r  par  — X, 
prend  la  forme 


MNv/(i  — X^)(i-  |x^-X')  +  Xv/'(N''— M^)(N-^— p-'M'-) 


(N'--|jt^iyPX2)D-2v/(i-X')(i-fJL=X»)MNC  +  N'-M-^X^  =  o; 
on  a  donc 


(3  =  MNv/(>-X^)(i  — H'X"), 


Formons  l'équation  din'érentiellc  coirespondante 
r/    dy  ôci.\    ,  dy  dx'\'' 
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On  a  (  en  posant  X': 


1  /      ()■/  Oc/. 


dx 


ÔJc       '  dx 


MN  (n ^*  -  M  ^ )  ( I  -  f/=  \' ) - ( N ■•  -  ix.'- M' ) ■/. \/(,-\-^)(,-,a=X=), 


..         ,„..,^,„.-(.  +  f^-)XX--^.^^X3X' 

v/(i-x--)(.-fx^x-^) 


+  v'('-X')('-|^'X')MN2p.-MîX\' 

:v/{.-X=)(.-fx^X')(N^-M^)(M=-i-f.^N^-\') 

+  ÂMi\X[(N--,a^M-^X=)(2pi^X^-i-f^^)  +  (i-X-^)(i  -f/^\^)-.'.,a=M'], 


=  V(.-X')(.-^.^X^)  (n  g  -  M  g)  (M^ 4-  N=X^ ) 

-2MiVv/(i-X')(i-pL^XMX'XX'  +  MN(M--^N'X')'    ^L!L±^. ^-—^ 

V'(i  — X-)(i  —  ,u.-\-) 

-MN},X[N'(i  -  X')(  I  -  fji'X=)-i-(M'-  N'X')(2f;t'X—  i  -p^')]. 
De  mèmf,' 

,:^_3^=v/(.-X')(.-.u'X')fN^-Mf  )(M'-^^'.VX^). 
Oy       •    ôy       ^  '  '  \     Or  àv  ' 

^  dy       '  dy       \     dy  dy  ) 
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On  oblienl  ainsi  réqualion  diflTérenlielle 

0  =  X^[M^(i-^=X-^)  +  .V(X^-i)J[|x^(.-X^)M-^+(^^X-^-ON^'] 

-r7^X^)^^^r^:^t(N-M^)(N-P^M^)]|^ 
Le  facteur  indépendant  de j'  peut  s'écrire 

X»(X\/i  —  X^-i-  Mv'i  —  ,a^X»y  (Nv/i  -  X^'  -  M^/i-fx-XO' 

X  (Nv  1  — fJt-X^-r-  ;jL.M  v'i  —  \-y(y\'i  —  y.-'  \-  -  ;jlMv'i  — X-)'. 

Il   résulte  de  ce  calcul   que   4- i ,   — i,   H > sont  des  valeurs   remai- 

qnablcs  de  la  constante,  rendant  carré  parfait  le  premier  membre  de  l'éqna 
lion  (4),  et  donnant  lieu,  par  conséquent,  à  un  abaissement  total  de  degré  f\n. 
L'éqinilion  différentielle  correspondante,  de  degré  4"  au  plus, 

-(.-x-)0-^^x^)^^^^-^^^)^^^-'-^^^^-'-' 

n'est  autre  que  l'équation  formée  au  début  de  ce  Chapitre  et  pour  laquelle 


(l-X=)(l-fJL^X^) 


K5.    Ces  conditions,  qui  sont  nécessaires  |(our  que  73  soit  égal  à  un,  sont  sujfi- 
sanlps  en   général,    c'est-à-dire,  pourvu  c|u'aucune  des  intégrales  remarquables 

correspondant  aux  valeurs  — i,   +1,   H j   —  -  de  la  constante   n'annule  en 

p.  a 

même  temps  le  discriminant  p- —  ay. 

En  effet,  considérons  l'expression 


cl,  supposons  qu'on  y  rem])lacc  C  en  fonction  de  y,  c'est-à-dire,  si  l'on  veut,  C 
en  fonction  rationnelle  dey',  y  {x  figurant  comme  paramètre). 

Je  dis  que  le  radical  ainsi  formé  est  une  fonction  rationnelle  de  y',  j'. 

S  il  en  était  autrement,  c'est  que  p,  considéré  comme  fonction  de  y.  admellrait 
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1111  point  crilique  j(' ^  ^(x),  tel  que,  pour  j' ^  i»^,  (>  fùl  (''gai  à  zir  i   ou  zir  -  >  soit, 
par  exemple,  C  =  i . 

I^osons  C  —  1  ^  C;  l'équation  entre  C  et  }'  étant  carré  parfait  pour  C  =  o,  on 
peut  l'écrire  sous  la  forme 

3,(j',  x)   ne  s'annule    pas   pour   r  =  ^.'•(jc),    sans  quoi   la    solution    rcmar([uai)lr 
>'=:^(x)  annulerait  en  même  temps  le  discriminant  [i- —  av  de  l'équalioii 

y.  C-  —  ?.  Z(]  -h  y  =  o. 

Dans  le  voisinage  de  y  ^  g,  la  racine  C.  qui  s'annule  avec  j)  — -g,   est  de  la 
forme 

et,  par  suite, 

0  =  (y-gyYi-^..., 

B  étant  holomorpite  dans  le  voisinage  de  y  =  g. 

p  est  donc  rationnel  en  {y,  y')\  le  genre  de  la  relation  eniic  les  constantes  in- 
tégrales est  donc  au  moins  égal  à  un,  et,  comme  il  ne  peut  dépasser  un.  il  est 

F.XACTEMEST   ÉGAL  à   IX. 


^'.  —  Formation  kxi'I.icite  des  éqiations   a  dki  \  iuianciirs  (ro^ri). 
I  i.    fartons  de  la  dilTércntielle  elliptique 

On   peut   toujours,    moyennant  une   transformation    honiograplii(pic   effectuée 
sur  y,  admettre  que  la  transformation  d'ordre  deux  est  de  la  forme 


Nous  avons  deux  cas  à  distinguci-,  suivant  que  l'équation  différentielle  possède 
huit  ou  six  intégrales  singulières. 

I.    Il    y    a    iiiiT    i>TKGiiALEs    SINGULIÈRES.    —    Lcs    équalions    correspondantes 
sont  de  degrés  8,  -  ou  G. 

1°  Equations  de  degré  huit.   —  Les  fonctions  A.   15  et  "/,  étant  arbitraires. 


8o  A.     CAHEK. 

réquation  difTérentielle  de  degré  8  a  pour  intégrale  générale 

on  encore,  si  l'on  fait  le  changement  simultané  àe  fonction  et  de  constantes 
sn(:  =  (7,         snj    A.(.r)rt'.r    =  — X, 


(2) 

d'où 


Av^-t-B  _  Xv(r  -  C'--)(i  -  ij}C"-)  -H  CV(i  -  X^)(i  -  f/-X-) 
)•- -i- 1  I  —  /x-X-C'- 


( 3  )  [  2  (  A  -  B  )yy'  +  (/^  +  i )  ( k' y''  +%')f 

=  /."-[(r-+i)— (Aj^+B)=][(j^+i)^-iJL^(Av=  +  B)-^]. 
on 

(3)'  4(A-B)W"-+4(A-B)/(j'-+-i)(A'j-+B')/  +  ...  =  o. 

On   obtiendra  l'équation   la    plus  générale  de  degré   8,   en   remplaçant  y  par 

— T-!,  où  II.  /;,,  A'i  sont  des  fonctions  arbitraires  de  x,  et  les  coefficients  de 

celle  équation  seront  ainsi  exprimés  r,ATio>  tellement  à  l'aide  de  six  fonctions 
arbitraires  de  x,  et  de  leurs  dérii'ées. 

a"  Équations  de  degré  sept.  —  Écrivons  que  jk=  x  (qui  est  une  des  racines 
(lu  coefficient  de  y'-  dans  l'équation  précédente)  est  solution  remarquable,  pour 
C  ^  o,  d'où 


(4) 


B  =  snr  I  )(.r)l  =X. 


Dans  l'équation  (3)  le  terme   indépendant  de  /  s'abaisse  au  septième  degré, 
et  l'équation  différenlielle  devient 

[4(A  -  B)7/+(j^+ .)(Ay^+ B')r 

=  -r=    ^'  „     [(J'+O— (Ar°+B)'][(.r^+.)^-;/MAr'+B)'], 

et  se  réduit  au  degré  sept. 

3"  Équations  de  degré  six.   —  Écrivons,  en  outre,  que  jK  =  o  est  solution 
rpmarqiialilc  pour  la  valeur  C,  de  (J  (où  (V,   de  (7=  snC),  d'où 


5,    A  =  s„[/x(.,..,^.:,]  =  ''V(-cV)(.-,>-Cj-H^cV(,-B.)(.-.-B.>. 
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L'équation  devient  alors 

;6)        4(A-B)Vv'=+4(A-B)(v^+,)(.V.r'H-B')j'  +  _v(ay'+3r'4-...)=o, 

:'.,  %  ...  étant  des  coefncienls  dont  je  n'écris  pas  les  expressions  développées  et 
qu.  contiennent  rationnellement  A,  B  et  leurs  dérivées  A',  B';  A  doit  être  rem- 
placé,^en^fonclion  de  B,  au  moyen  de  la  relation  (5).  Lorsque,  dans  (6).  on  remplace^ 
P^"'  Y-a"'  '*'  '''"  ^"<^'^°'  ''es  fonctions  quelconques  de  x,  on  obtient  léqua- 
lion  la  plus  générale  de  degré  six  a.ec  huit  intégrales  singulières.  Elle  con- 
tient rationnellement  les  trois  fonctions  arbitraires  h,  h„  /-  et  algébrique- 
ment la  fonction  arbitraire  B  et  la  constante  arbitraire  C, . 

IL   II   y    V  SIS  i>TÉGiiALES  si>GULiÈREs.  -  Lcs  cquations  diflércnlielles  cor- 
respondantes sont  de  degrés  G  et  5. 

i"  Érjuations  de  degré  six.  ~  Dans  ces  conditions,  l'expression 

contient,  en  facteur,  le  carré  dune  fonction  linéaire,  d'où 

{i  - \'- ){i  -  IJ.-' \- ){,  -  B'-)(i  -  B-iJ.-)  =  o. 
Soit,  par  exemple,  B  =  -^  i . 
L'équation  différentielle  devient 

[a(A-.)/+(^^^0AT-/.=  (.-A)[j=(.4-A)-^.(,-A)][(^^_,)^-HnAj-=+,)^], 

et  l'équation  la  plus  générale  de  cette  espèce  contient  radonnel/emenl  les  deux 
lonct.ons  arbitraires  A,  ).,  les  trois  fonctions  arbitraires  //,  /,,.  /  de  la  transfor- 
mation bomographique,  et  les  dérivées  A',  h'.  k\,  /,'. 

2»  Équations  de  degré  cinq.  -  Écrivons  que^'  =  x  est  solution  remarquable 
pour  €  =  0,  d'où 

\  =  snï  f7.{x)dxl, 

4(A-i)j'^+4(A'-i)j(j'-^,)y^...  =  o. 

L'équation  la  plus  générale,  où  Ion  a  remplacé  j-  par  sa  transformée  bomo- 
graphique, contient  rationnellement  les  trois  fonctions  h,  /,,,  /. .  leurs  dérivées 
premières  et  contient  algébriquement  A  et  A'. 


C. 
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CHAPITRE  VU. 

ÉQUATIONS  A  COEFFICIENTS  ALGÉBRIQUES.  —  ÉQUATION  ADMETTANT 
UN  FACTEUR  INTÉGRANT  ALGÉBRIQUE. 


I.  —  Équations  a  coefficients  algébriques. 

1.   Dans  le  cas  où  la  relation  entre  les  constantes  intégrales  est  de  genre 
zéro,  l'équation 

(3)  L7'^-2M7'-+-N  =  o 
se  ramène  à  une  équation  de  Riccati 

du        ,,    ,       ,.  ,, 

(4)  _=H«-+K.  +  I', 

au  moyen  de  la  transformation 

(j)  a,«-— 2p,« +  y,i=o, 

31, ,  p,,  "l'i  étant  des  polynômes  de  degré  /)  en  je,  dont  les  cocfficienis.  ainsi  que  L, 
M,  N,  sont  des  fonctions  algébriques  des  coefficients  de  (.3)  el,  par  suile,  des 
fonctions  algébriques,  si  les  coefficients  de  ('■'>)  sont  algébriques. 

Soit  donc  à  déterminer  explicitement  toutes  les  équations  (à)  de  degké  q 
noKKF.  en  y,  et  à  coefficients  algébriques  dont  l'intégrale  générale  ne  prend 

qu'un  niitnhrc  uoysÉ  n  de  xHtleurs  ( /;  î'  '  1  autour  des  points  critiques  nii)biles. 


"2.    Nous  devons  disllnj^ucr  quatre  cai^^  sui\;iMt   (|nc  le  nombre  de   \aleurs  re- 
n)arquai)lcs  de  la  conslanle  est  au  moins  égal  à  .>,  égal  à  a,  i  ou  o. 

i"  Il  y  a  au  moins  trois  constantes.  —  L'éfjualion  de  Riccati  (/|),  ayant  trois 

intégrales  ])ariiculières  algébriques,  a  son  intégrale  générale  algébrique  et,  par 

suilc.   (Inns 

aC- —  aSC  H-  ■/  =  o, 

les  cocfficienis  sont  eux-mêmes  algébriques.  Il  suffira  donc,  dans  le  pi(d)lrnic 
général  résolu  au  Chapitre  III,  d'astreindre  les  «  +  4  fonctions  arbitraires  à  être 
algébriques;  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3)  est  alors  elle-même  algébrique. 

a"   //  )■  a  deu.r  constantes  renifuy/indiles.  —  (  )ii  [niii   Imijours  :i(lmollic  «pu- 
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ces  valeurs  remarcjuables  sont  o  et  x,  et  que  l'équalion  (4)  se  réduit  à 

du 

-r-  =  Rm. 

as 

On  a  la  relation 

'/  =  /.-/. +  4, 

k  désignant  le   nombre  des  intégrales  singulières.   /, ,   /o  le  nombre  d'intégrales 
distinctes  y  ^  g{x)  pour  C  ;=  o  et  C  =:  :«. 
L'intégrale  générale  a  pour  expression 

aC^—  2[3C  -+-  y  =  o, 
avec 

par  suite 

(6)  {3?-a,y,=  3=-ay  =  n^Q'R, 

avec 

y.  =  /'(y  -  é'i )'•( J  —  gïY'-  •  •( J  —  é'/)"' 

Les  nombres 

(?|,         ^2»  ••■*         ^M         ^(+1»         ^(4-2*  *■•»  tl^  1 

sont  deux  systèmes  d'entiers  quelconques  positifs  vérifiant  la  condition 

«  =  e,-He2-t-..  .-(-e,=  e;^,-l-.  .  .  +  <,_;;.; 

de  plus,  M,  A,  ^'i,  ^2.  .  ..,  gt,  gt+{,  ■■■,  gq-k  et  les  coefficients  de  '^j  sont  des 
fonctions  algébriques.  Les  coefficients  de  FI,  Q,  K  sont  donc  eux-mêmes  des 
fonctions  algébriques,  d'après  (6). 

On  pourra  exprimer,  par  exemple,  que  le  polynôme  de  degré  an 

admet  q  —  k  racines  g,  de  multiplicités  e^,  e,,  .  . .,  <?,,  e^+,,  •  •  -,  ^^_a,  d'où 

N  (  e,  —  I  )  r=  2  «  -t-  7  —  A , 
conditions  algébri<jues  (jui  réduisent  à 

iq-k^,)^i^ 

le  nombre  des  coefficients  arbitraires.  Les  fonctions  g  s'expriment  algébrique- 
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ment,  à  l'aide  de  ces  coefficients  arbitraires  ;  et.  si  l'on  désigne  par  M  une  fonction 
algébrique  quelconque,  on  pourra  poser 

a  =  cJ-""-(j  -  o"<4-i)'-'  ■  •  ■  {y  - g,-,.Y-'-', 

y  =  he-S'^'^iy  -  ^,)'-. . . .  (j  -  ff,y<, 
et  l'équation  correspondante  dépendra  de 

/■  +  4  =  (y  —  /•■  -+-  2  )  +   -'-^ 

fonctions  algébriques  arbitraires. 

Si  /  >  /•',   on  pourra  prendre  comme  fonctions  algébriques  arbitraires  les 

q  —  /,  +  a  fonctions  g,  M,  h  et des  coefficients  de  Q,  R  par  exemple,  et 

les  coefficients  restants  s'exprimeront  algébriquement  à  l'aide  de  cenx-là  el  de 
leurs  dérivées. 

)'   //  y  a   une  seule  valeur  remarquable.    —    Soit  C=cc.   L'équation  de 
]\iecali  ramène  alors  à  une  équation  linéaire;   soit 

f^"        ir  i> 

(tu- 
De  plus 

q  z=  l-h  /i  -i-  l{, 

l  désignant  le  nombre  de  racines  distinctes  en  j'  de  a  =  o.  On  a 

«  =  C/4-9,  ff=e'<"'-^,         o=ffy(Li\ 

Ici 

(3,  — «,9              _  y,— 2(3,9  + a, 9'- _ 
c(  =  y.,  p  = j ,  y  —    -.^ , 

(M  par  suite 

On  exprimera  cpie  le  polynôme  de  degré  m 

ndiiici  (jue  q  —  A  —  n  ^  l  racines  distinctes  g,,  g-2-  •  ■  ■  i  g/  de  multiplicités 
t'i,     Ca,     ...,     c,        (e,  + ej  +  .  ..  +  <>/=  «); 


on  posera 


«.  =  (j-5'i)'''---(7-o/)'-'' 


FOUMATiON  r.xpi.icni:  mes  eoi'ations  imituENTiEi.LES  i)K  piu'.Mii'.ii  ()r,i)i;r..  r.TC.  od 
et  les  équations  cliercliées  soblicndronl  en  remplaçant  dans 

a,  «-  —  2 15  »  -H  y,  :=  o. 
Il  par 

K  et  1'  étant  algébriques. 

On  prendra  comme  fonctions  algébriques  g,,  g.^,  .  .  . .  g/.  K.  1'  ci  ii  -\- - 

autres  fonctions  parmi  les  coefficients  de  Q,  K,  et  les  autres  coefficients  s'cxpri- 
meronl  algébriquement  à  l'aide  des  précédents  et  de  leurs  dérivées. 

4°  Il  n'y  a  pas  de  valeur  remarquable.  —  La  formule  fondamentale  se  ré- 
duit à 

q  z=.1ll  -\-  /, . 

Soil 

l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Riccati  (  { ),  on  a 

'?"■  —  =!•/  =  (/■/,  —  ?'i )- ( ?f  —  î<i •/! )  =  HÎ  —  ^1  vi  ^  H- o •  1$. 

Les  coefficients  de  fl,  Q,  R  sont  (.lea  fo/jccions  algébriques.  On  décomposera 

le  polynôme 

;3;_ll-0'l!, 

dont  les  m -r  j -^  l-  -^  n  +  i  coefficients  sont  algébriques,  en  un  |)roduil  de 
deux  facteurs  a,,  y,  de  degrés  «,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  algé- 
briques des  ni  -t-y  -f-  /■■  +  «  -f-  2  fonctions  algébriques  précc'-dentes,  et  l'on  rem- 
placera dans  l'équation 

y.,u- —  2ptii -\- y,r=  o 

ainsi  obtenue,  u  par  l'intégrale  générale  de  {/\),  où  H,  K.  P  sont  algébriques. 

3.  Dans  les  trois  derniers  cas  que  nous  venons  d'examiner,  le  nombre  des 
valeurs  remarquables  étant  inférieur  à  3,  l'intégrale  générale  est  tuansce.vda.vte, 
quand  on  prend  au  hasard  les  fonctions  algébriques,  coefficients  de  Véqualio/i 
de  liiccati  (4)- 

Ainsi,  dans  le  cas  où   il  v  a  deu.r  valeurs  remarquables,   pour  (|ue  l'intégrale 

soit  transcendante,  il  faut  que  bi  foueli(jn  u{x),  définie  ])ar  —  =  K.(x),  ne  soil 
pas  algébrique,  ce  qui  a  lieu  si  K(j:)  est  pris  au  hasard. 

i.    Proposons-nous  m;iinlenant  le  problème  suivant  : 
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Former  toutes  les  équations  (3)  de  degré  cj  donné,  non  intégrables  algébui- 
QLEMENT,  doiit  Vintégrcile  générale  est  une  fonction  qui  ne  prend  qu'un 
nombre  fini  [isoTn  doané')  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 

Ici   le  nombre  des  valeurs  remarquables  de  la   constante  est  nécessairement 
inférieur  à  trois. 
La  relation 

ij  ^  in  -\-  k  —  /. 

montre  que  n  satisfait  aux  conditions 

y +  >■  .f  ^^  <  y +>.  _ 
4       "     "       2 

I  '  Jl  n'y  a  pas  de  constante  remarquable.  —  Dans  ce  cas  il  n'y  a  pas  de 
solutions  remarquables;  par  suite  "/.  =  o,  et  n  est  limité  |)ar  les  conditions 

(7)  l^nl'l 

on  est  donc  ramené  au  problème  suivant,  déjà  résolu  : 

Former  toutes  les  équations  de  degré  q  {q^^),  possédant  q — 2«,  inté- 
grales SINGULIÈRES  et  dont  l'intégrale  prend  n,  valeurs  autour  des  points 
critiques  mobiles,  n,  étant  l'un  quelconque  des  entiers  vérifiant  la  condi- 
tion (-). 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  q  ^  G,  on  voit  immédiatement  que  «,  ne  peut 
prendre  que  les  valeurs  a  et  3,  et  Ton  est  ramené,  par  suite,  aux  deux  problèmes 
suivants  : 

«^2,  k=z2,  /  ^  o, 

n  ^3,  A  =r  G,         /  =z  2, 

que  nous  traitons,  d'ailleurs,  tout  au  long  dans  nos  applications  (Cbap.  1\    et  V). 

a"  Il  y  a  une  seule  valeur  remarquable .  —  Soit  C  =  y:.  Considérons  un 
système  quelconque  d'entiers  positifs  /, ,  «i,  /.  i   satisfaisant  à  l'égalité 

«y  =  /,-+-/(  1  -h  A,. 

Le  problème  revient  à  former  les  équations  de  degré  q  possédant  q  —  /,  —  «, 
solutions  SINGULIÈRES,  et  dont  l'intégrale  a  n,  branches. 
Posons 

«  =  (7  -  S-i  )"■  •  ■  •  (  J  -  ffh  )"• 
avec 

a, -(-  «, -h  .  .  .  4-  a/,  =:  «  1 . 

On  obtiendra  toutes  les  équations  correspondant  à  ce  choix  particulier  d'en- 
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lier»,  en  donuanl  aux.  entiers  a,,  a-,,  .  .  . ,  a/,    toutes  les  valeurs  positives  possibles 

vérifiant  l'égalité  précédente;  on  obtiendra  ensuite  toutes  les  équations  possibles 

correspondant  à  ce  cas,  en   épuisant  les  systèmes  d'entiers  /,.  /(,,  A-,  en  nombre 

fini  vérifiant  l'égalité 

7  = /, -i- //,-t- A,. 

Dans  l'hypothèse  où  la  constante  remarquable  C  ^  oc  correspond  à  une  seule 
solution  remarquable  d'ordre  deux,  l'égalité  précédente  se  réduit  à 

7  =  2  «  I  -i-  /. ,  —  î         si     «  1  >  2 
el 

7  =:  4  -(-/.,—  I  si       11,-2  (  A I  1  4  ). 

Par  exemple,  si  //  =  6,  on  se  trouvera  dans  lun  des  trois  cas  suivants  : 
«^3,     /^i.         A  =  2,         /  =  o,         m  ^7., 

I    /  =:  I ,  A  ^  I ,         ./  =  '  >  ni  ^z  2, 

I   1^1,         A  =  o,        ,/ =  o,         /ji=i. 

3°  Il  y  a  deux  valeurs  remarquables.  —  On  ne  peut  plus  déterminer  d'avance 
de  limite  supérieure  de  n,  sauf  dans  le  cas  que  nous  allons  considérer  tout 
d'abord,  où,  à  chaque  valeur  remarquable  de  la  constanic.  correspond  une  :^eute 
solution  remarquable  d'ordre  deux.  Dans  ce  cas.  de  la  relation 

7  ^  2  «  -i-  A'  —  2 

on  déduit 

7  -r-  2  ,     ,7-1-2 


et  l'on  est  ramené  à  un  nomhre  Jini  de  problèmes  connus. 

Dans  le  cas  où  les  solutions  remarquables  sont  en  nombre  quelconque  el  de 
multiplicités  quelconques,  n  peut  prendre  des  valeurs  aussi  grandes  qu  on  l't'iit. 
Il  suffit  de  se  reporter  à  ce  que  nous  avons  dit  pour  les  équations  à  coefficients 
algébriques,  quand  il  y  a  deux  valeurs  remarquables  de  la  constante,  pour  avoir 
une  solution  quelconque  du  problème. 

o.  Enfin,  il  est  bien  évident  que  nous  venons  de  résoudre  en  même  temps  le 
problème  suivant  : 

Former  toutes  les  équations  de  degré  q  dokm;,  //  coefficients  ali.kiiiuquks, 
dont  l'intégrale  est  une  fonction  tha>sce.\daste  qui  ne  prend  qu'un  nombre 
fini  /non   donné)  de  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles. 
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II.   —   Éqiatio.ns  Aix.nnniQiES   kn   >■',  r, 
Ly'-  —  2  M,)-'  H-  N  =  o, 

DONT    l'intégrale    générale    est    de    la    FOItlIK 

aD— 2(3C  +  y  =  o, 

y.,   |3,  y    ÉTANT  DES  PRODUITS  DE  LA  FORME 

/>  {.v)[y-  g,  ( .r )]>.,  [  K -  g,_  { X )]'•:. ...[,>•-  s,.  ( a- )]>.. . 

Xl,  /,,    .  .  .  ,  )i„    ÉTANT    DES    CONSTANTES    NUMÉRIQUES    DONNÉES. 

6.  On  peut  toujours  supposer  que  l'on  a  divisé  le  |5rcmier  membre  par  x  et, 
par  suite,  f[ue  a  ^  r  ;  soit  donc  l'intégrale  générale 

(/)     0-ih,{x)  (j_  G,)^. .  .(j-  G„,)!'».C  +  /,(^)  {y-g,)"^. .  .{y-g„,y„.  =  o. 

L'expression 

dC  (y,  œ) 
C{y,jc) 

peut  s'écrire 

^{y\y,x)(dy  —y'  dx). 

où  H  est  une  fonction  ralionnelle  de  y\  y,  puisque  l'équallon  dillérenliclle 
dont  (i)  représente  l'intégrale  générale  est  algébrique  en  y', y. 

De  plus,  la  fonction  algébrique  \\{y,y,  x)^  H  (y,  x)^  qui  possède  les  m'  pôles 
g^i^x),  g^{x)^  .  .  .,  gm'(x),  est  racine  d'une  équation  du  second  degré,  dont  les 
coefficients  sont  des  poljnomes  de  degré  m'  en  y. 

Formons  cette  équation.  Posons 

S=:-H(v,x)=-^  ^'. 

,2        ^-^  '      '  2  G   rfj 

S  est  un  multiplicateur  de  dy  — y'  dx. 

De  plus,  en  difTérentiant  par  rapport  'a y,  on  obtient 

'A3-.       à/  ,,.       „,t;|3 

Oy  a  y  à  y 

d'où  les  deux  équations 

C-— 2(3C-,   y  — o, 

sc.-(,s.,|)c^|=.. 


loiîMAiiON  rxi'i  icrn:  in-.s  ini  ations  un  ri  iiimm.i.i.i.s  di;  i'i;i-.Mii:ii  oi'.drk.  i.ic.      S() 
l'nr  siillo.  s  est  racinn  de  r('(|iialit)ii 


dyV'       ,  c>S  /'    ()?i       ,  Oy 
c|iii,  résoliin  on  S.  pciil  sécrirf 


c  _  '   '^7        y  t>  )•        3  0  y 

l'oiir  i|iic  S  soit  alf;rl)i-iijl(i'.   il  faul  cl  il  miI'IIi  <|ii('  -^^^  soil  ru  t  iaii  nrl  c\\  )•.  c'csl- 

à-dire  que  si  y=^J\x)  fiyiirc  datjs  ■-  à  la  |lMis^al](■^  "/.  ri  il,iii>  ^i  ^  la  ]iiii-.saii('<.'  u, 
la  didéieiicc  -.<;/.  —  A  soil  un  cnlicr  ))ii-,i(ir  iiii  tu'jj'alil';  en  soilc  iinc  l'on  Noil 
iinniiMliali'iuiTil  qne  l'inlrgialo  sera  iji'  la  lornic 

Ci=  (/  -  S^Y' ■■■{)'  -  i'«)'"(A  +  I!  V  II), 

).i,/,i,   ....),„  élanl   dos  con-lanlrs  nnnii'iii|ncs  et  A,  l!.  Il   des  noK  nomes  en   r. 
Si  A  Csl  de  dei;ré/j  +  i,  reinplcji  de   la    Uansforinalion   li()in(ii;i'a|ilni|ne  inonire 
que  l'on  peut  loujoiiis  supposer 

).,  4-  /o  +  .  .  .  -i-  /„  -\-  p  ~r  1^=0. 

7.  Inverscrncnl,  si  l'on  se  propose  <le  fornirr  toutes  les  ('(jinitii'ns  de  oicuk  y 
en  >-,  <lu  second  de^ré  en  y\  dont  l' intégrale  géiiércde  est  de  la  forme  (-j.)^ 
où  /.,,  "/..j.  ....  ').„  sont  des  constantes  /i/tniériqties  do.\.m;i:s.  ou  lenjarcpieiu  que 
CCS  é(|iialioiis  adinetlenl  un  uiullipliraleur-  lalionnel  en  y.  ^'11   de  la  (oinie 


>.i  /„  dv 


'^(A  +  Bv^Il) 


f-ffl  y -en  A+IJ\'I1 

On  pciil  toujours  \L'v\Ç\fir  algéhrir/iienient  si  une  (elle  ('(lualion  adniri  un  timl- 
tiplicalcur  ALGKFiiuQUE  de  celle  forme,  où  n  cl  [>  sonl  donnés. 

S'il  en  existe  an  moins  r>i:Lx.  leur  quotient  est  une  intégrale  prenii<ie  de 
I  équation  difrérenliclle  cl.  |)ai-  suite,  I  int/'irrulc  générale  ac(iitiert  un  luaiibre 
KLM  de  valeurs  autour  des  points  crititjues  nioliiles.  C'est  le  cas  qu<'  nous  avons 
étudié  dans  les  Chapitres  f)récédcnls. 

Pour  se  trouver  dans  le  cas  où  l'inlégraic  générale  est  de  la  fortjie  i  ^  ),  mais 
C.  ^■l 


r,0  A.     I.AIIF-N. 

^'EST     PAS    RÉDUCTIBLE    A    L\    FORME    R ATIOSKELLE,    il    faUt    qu'il   d'j    ail    qu'«rt    Seul 

)milli|)licaleur,  et,  par  suite,  toutes  les  formes  (2)  de  l'intégrale  s'obtiendront  en 
remplaçant  C  par  /C*,  /  et  ^  dé5ii;nant  des  constantes  niimcriques. 

8.  Donnons  seulement  une  idée  rapide  du  problème  actuel,  qui  se  traite  abso- 
liimcnl  de  la  même  façon  que  les  problèmes  précédents.  Supposons  Be^  i  pour 
simplilicr  les  calculs. 

L'é(pialion  différentielle  correspondante  est 


à  Y        àr         dy 


.y  -  A'i 


2(A-^— H) 

d\       dVL        dW 


y  —  ffn  I 


2A 


djc       dx         dx 


2(A-^-H)  2^H(A^-H) 


Mise  sous  forme  entière,  elle  est  de  degré  4/'  -r-  a/j  4-4- 

Pour  (prclle   s'abaisse  au   degré  «y,    il   faul   (|ue  ^p  +  2n-^/\  —  </  racines  de 
1  équalion 


y-g.  y-Sn'^    2(A-^-H)   J        4H(A-^-H 

soient  intégrales  de  (1),  c'est-à-dire  Nérillciil  les  relations 


r,p=  O-p-  -,  )' O'p-  .?„)'■■■  [A(jp,  .r  )+  v/HC-Kp,  ^)  I  s  F(  jp,  j;). 

(  û  =  1 ,  2,  . .   ,  !\i)  -T-  211  —  p), 

y,  (x),  j-.,{x).  .  .  . ,  étant  des  racines  de  (E). 
On  a,  par  suite,  la  relation 


(«') 


fj  —  '^p-^-in  -7-4  —  -(«,  —  0. 


la  somme  ï  étant  étendue  à  toutes  les  solutions  remarquables  de  multiplicité  ar- 
De  plus,  en  désignant  par  y,  (x),  y2{x),  .  .  ■ ,  y:p+-i„i^)  le»  4/>  -r  i"  racines 
de  (K),  on  peut  écrire  l'identité 


A     , r—  -. 2  H  -r- 

c/i-        a  Y   I         ày  a  y 

2(A^-H)    J  ~  4H(A^-H) 


—  i'i  y  —  ga 

^  Il  (■>•  —  .Kl  )  (.y  —  .Vî )  •  •  ■  (y  —  y:,.^--n  ) 

'^  (.>'-A',)^..(r-é'«)^H(A=-H)^' 
qui  peiinet  d'nlitenir  //  relations  résolues  par  rapport  aux  constantes  A, ,  /._ 


lOIiMATION   I-.XIM.ICITK   DKS   KIJIATIONS   DirFKRrNTir.I.l.F.S   DE   l'UlMIKi;    (M'.DI'.l..    1  îi:.        f)f 
On  Iroiive,  ]>ar  ('\ciii|)lc  : 


,,x     )_  ' .  /(g-.-7i)---(j^.-Jw<^î«). 

^    '       •'-[  A' (  A',, -r)  -  H  (é-,-, . r)]  (,,-,—  -,)...  U',—  ,-„]V  /i 

Si,  de  |)lii>,  on  ('(iiL  (|u  il  V  a  \/j-i-2ii  — tj  solutions  lenianinahlis,  tl  en 
n'-SLillo  f\ />  ^-  \in  —  q  rclalinns  de  la  (orme 

(3)  (:p=  o>-  ,ir,  )"'■■■••(,'>-  A'. )"'■"[ A (jp, ^)  -^  v''H(.vp,.r)|. 

En  général,  ces  relalions  sonl  compatibles  cl  déterminéi's.  si  les  conslantes  Cy 
sont  rjuelconc/ues  et  si- les  conslanles  numériques  no.\.M-:i  s  À,.  "/.^ 'u  "('  vé- 
rifient pas  certaines  conditions  exception  nc.lle.s  ;  cl,  par  siiile.  clh-.  (ii'lifiissent  les 
coefficicnls  de  réquation  dinercntielle  en  fonction  connue  de 

/(  -i-  3/j  +  5  ^r  /y  — />  -H  i  —  /i  z=  /  +  4  ronctions  arbitraires. 


ill.    —     KnlATIO.NS     llinÉREMIKI.r.KS    l'OSSÉKANT    IN    FACTiait    IMflillAM 
AI.i;ÉBIllQlF. 

11.    Supnosotis  fpic  I  l'ipialion  dlllérenlielle 

L  j-  -  -1  M  r  +  N  =  o 

possède   un    niullipllcaleur  algéhriiiue  à    un    nondore   ijuclronijur   de  bitinches. 
et  soient  M,   et  Mo  <leu\  rpielcon(pies  d  cnlrc  elles. 

Si  le  rpiolienl  --^  n'est  |ias  une  constante  vnsoi.ii;.  Vintc^rale  f^énérale  ac- 
quiert un  nombre  Jini  de  valeurs  autour  des  points  erili(pi<'^  iiiohiles.  Cest 
un  cas  déjà  étudié  précédemment. 

^.  ,  .         M, 

oinon.  le  (piolienl  ;—  est  une  constante  ausoi.ik  el,  par  suite,  mn'  racine  en- 
tière de  I  unité.  Le  niulliplicaleur  al^^ébrit/ue  est  donc  de  la  forme 


\'V(y',y,r), 

où  P  est  rationnel  en  y'.,  y  et  //  un  nomijie  entier  posilil. 
iifirnons-nons  ici  au  cas  de  /(  =^  i . 
l'osrms 

où  B  cl  D  sonl  de  degré  o  en  y,  \\  de  degré  y.p  -{-  a  el  .Y  de  degré  Z  -^  /i  -r- 


()•.'.  A.     C.AIIEN. 

Kcrivoiis  (|iie  le?  pcriodcs.  de  l'inléi^rale 

soiU  lies  conslaiilcs. 

Comme  il  va  20  -+-  i  périodes  polaires  flixlinrles  el  op  périodes  cyclujues. 
nous  obtenons  '.ip  -k-  -irt -\-  i  relalioiis  Irarisreiidnrites  (T),  résolues  |i;ir  ia|ij)ort  à 
(les  constantes  arhUniircs. 

Daiiire  pari,  si  Ton  désigne  par.M(_)',  x)  la  lonclion  de  r  el  de  ./',  telle  que 


/■ 


A  +  H  y  i< 
I)  v^H 


dv  +  M(,r,  r)  d.v 


soit  une  inli'grale  d''  di [J'/Tenlielle  lolal.e  e.cd  ■//>.  l'expre 


ié(nhr)*=./^'">— 


est  t//:,'td/rif/i/<\  piiiscpi  (die  n  a  plus  de  périodes. 

M  est  done  délerniiné  en  fonellon  ///i^ndjfiifi/i-  des  coeflieieiils  p(j:),  A(x), 
•j.(.r).  ...  de  A.  li.  I>,  1),  ees  eoeriieiciils  é'Iaiit  liés  par  les  relations  l/anscrn- 
d  an  tes  (T  ). 

Soil 

(  )n   voit  nnuK'dialeiricnl  (pu;  les  0  -r  /'  ipiaii  I  itcs 

'■/"      P"      ?■■!'      •  •  ■  •     pô 

sont  des  rn/(.«/(//?/^.<,  et  ipie,  de  plus,  (.),,  t.).,  .  .  .  ,  (oj  désii;nanl  de  nou\  elles  con- 
stanies,  on  a 

;ji,  =-',),  v'H(i'i),  f^,  =  0)2V^H(i'.),  ...,  p2=  (.)ôV'^(^'S)- 


l,a  (iiianlili-  M  ('laia   de  la  forme 


-^  >.(■'•), 


Air  I  (■■tant  une  fonclion  arhiiruire  de  ,r,  l'inlé^rale  générale  si'ciil 


('1) 


f-  (  >•, 


FORMATION    F.XPI.iriTK   DKS   F.QLATIONS   DIFFKKFNTIKI.I  F.S    l)K   PI'.K.MIKU   OUHRE,    F.TC.        Q  ) 

a.  ^j  olanl  de  deiiiés  o  +  p  —  3  et  o  ^-  a  :  fl  ri'i|ualioii  iliirijretiliolle  ci»rrespon- 
tlanle  est 

(a  -  B  V  K  )  v'  -  a  -^  3  \  li  T-  >.  i)  V  Û  =  o 

ou 

(.\r  -ha)-—  Hi  |{_v   ^  3  -r-ÀI))- —  o. 

Le  Hegrt- 

Ç,  -n  2  0  -i-  2/9  -r-  (j 

tle  celle  équation  i'abaisscra.  si  les  deux  |iolvnonios  cti  r 
.\=— BMî     cl     a-       (3—/ Il  r  P. 

ont  des  fadeurs  (■ommuns  :  ces  facteurs  communs,  annulant,  en  général,  les  coef- 
ficients de  dy  et  dx  dans  la  dinerenlielle  totale  (î),  sont  intégrales  reinar- 
(junblrs.  On  aura,  en  délinitivc'.  la  lormuie 

(a")  7  =  20  +  2/)^  C-  — i(ai  — i), 

en  désignant  par  a,  le  degri'  de  tiuilll|ilicité  de  la  racine  l'p  ilc  A- —  l>-R.  dau'^ 
l'égalité 

Cp  =  F(v,x). 

Cette  formule  i  ai  permet  inversement  de  formel-  crpliritrmria  les  équations 
de  degré  q  donné  avant  un  muUiplicalcur  rati'inntd  en  i  ,  \  U  tl  de  degré  o  en  •>'. 

Vu  cl  afiproiné  : 

ParH,  le  i3  mai   iSyy. 

Le  Dorr.N   oe  i.a   Faci  i.té  ues  Sciences, 

(..    liAlilîlil  \. 
Vu  et  permis  d'imprimer  : 
Paris,  le  I  j  mai  1899. 
Le  \  ice-Iîectelr  de  l'Académie  de  Paris, 

GHLAIÎh. 
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